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摘要 拓扑流体力学是理性力学的一个重要研究方向,在理论上具有重要价值,在实践中日益显出独特的
作用. 本文试对该方向进行综述性介绍,目的是吸引更多的国内科研工作者进入这一重要领域.本文的重点
放在流体螺度(Helicity)的拓扑内涵方面. 除了列出螺度与数学纽结场论的关系(即与互缠绕、自缠绕数以及
作者近年来发展出来的流体纽结多项式拓扑不变量之间的关系),还介绍了国际上在流体纽结复杂系综的能
量-结构复杂性关系方面的研究.最后,通过超流涡旋纽结/链环重联的具体实例,展示了这一领域当中典型
的数值计算方法. 我们希望通过这种理论推导与数值计算同时呈现的方式,使读者对这一国际前沿交叉领
域的核心问题、研究方法以及科研中可能面对的技术困难获得一个整体的了解和把握.

关键词 理性流体力学中的数学方法,拓扑流体力学,流体螺度,流体纽结拓扑不变量,能量-结构复杂性关
系,数值模拟,超流体量子涡旋的重联

PACS: 47.10.-g, 47.10.A, 47.27.-i, 47.37.+q, 02.40.-k

1 引言

拓扑流体动力学在国际上一直是理性流体力学

领域一个重要的研究方向;但在国内一直未得到应
有的重视,相关工作不多,盖因它与工程技术应用之
间的结合并不紧密、不容易直接用于实践.有鉴于
科学理论自身的规律,以及该方向近年来在实用上
越来越体现出重要价值——比如对涡旋复杂系统与

湍流问题的研究有所助益——本文希望对此方向进
行简单综述介绍,以期有更多国内读者能够进入这
一领域,后续做出重要的工作.我们的重点将放在流
体螺度与纽结场论的关系.除了罗列出主要的理论
结果,还将关注其与能量等动力学量的关系,以及通
过具体实例展示一些相关的数值计算方法. 目的是
通过理论与数值方法的同时呈现,读者能获得对本
领域核心问题和研究思路的直观了解.

引用格式: 关昊, Zuccher S, Ricca R L,等. 拓扑流体力学及其新近发展.中国科学:物理学 力学 天文学, 2020, 50: 054701
Guan H, Zuccher S, Ricca R L, et al. Topological fluid mechanics and its new developments (in Chinese). Sci Sin-Phys Mech Astron, 2020, 50: 054701,
doi: 10.1360/SSPMA-2019-0101
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第2节首先简要回顾拓扑流体力学百年来的发
展历程,突出数学上的抽象拓扑方法与物理上的流
体自身微结构之间的本质关联. 第3节着重讨论螺
度的拓扑内涵. 首先列出螺度与拓扑上的纽结互、
自缠绕数之间的关系并给出相关的证明,以展示当
中的理论精髓和思想飞跃. 其次列出本文作者近年
来发展出的用纽结多项式不变量来研究流体螺度拓

扑的方法,重点放在经典和量子场论技巧在螺度研
究中的重要借鉴作用. 第4节介绍国际上关于流体
纽结拓扑复杂度以及能量-结构复杂性关系的研究;
引入这一节的原因是系统的拓扑变化往往伴随着能

量等主要动力学性质的变化,从而拓扑学因素成为
能量研究中的重要参考坐标.该节还包括国际上新
观察到的级联退化现象以及我们在这方面的初步工

作和进一步的思路.

之后我们转向相关数值模拟与检验技巧的介

绍, 主要是对超流涡旋纽结/链环重联相互作用的
模拟检验. 首先在第5节给出超流涡旋系统的主
控方程, 即Gross-Pitaevskii方程, 给出其流体力学
绘景(Formalism). 然后在第6节以缠绕数相反的两
种Hopf链环重联过程为例演示数值模拟的方法,并
对结果进行分析讨论.最后,在第7节结论与讨论部
分, 还将补充展示我们正在进展中的一项工作, 即
三叶结(Trefoil Knot)涡旋自身重联演化的数值模拟.
目的是使读者对该领域数值工作中常见的技术困难

有所了解.

2 拓扑流体力学发展简史

流体力学中的拓扑方法(如图1) [1]起源于1815
年柯西(Cauchy)对涡旋度(Vorticity)拉格朗日守恒性
的基础性开创工作,并植根于1858年的两篇经典论
文, 即亥姆霍兹(Helmholtz)关于涡旋动力学守恒定
律的研究, 以及黎曼(Riemann)对位势的毗邻空间
多连通性的讨论(Multiply Connectedness of the Am-
bient Space on Potentials). 这些前期工作启发开尔
文勋爵(Lord Kelvin, William Thomson)提出了一种
关于物质本质的基础性猜想——原子的涡旋纽结
谱理论(1868–1882). 后者又启发泰特(Tait)在1872–
1880年间制作出纽结与链环的第一个分类表, 以

及麦克斯韦(Maxwell)在1870年尝试将高斯的缠绕
数(Gauss’ Linking Number, 1833)推广到多连通域电
流和磁场的研究中去. 这些形成了该学术领域历史
上一段非常活跃的时期,其中一个高潮是1882年J.
J. 汤姆逊(J. J. Thomson) 关于涡旋链环的Adams奖
获奖论文. 随着开尔文涡旋纽结谱原子理论的繁荣,
特别是J. J.汤姆逊1905年因发现电子而荣获诺贝尔
物理奖, 拓扑技巧进一步得到学术界的重视; 而拓
扑学理论本身也得到了促进和发展,其中包括庞卡
莱(Poincaré)和德拉姆(de Rham)对理论体系所做的
形式化工作.

此后, 虽然1950–1960年间在量子场论中出现
了一批拓扑学技巧的重要应用, 但拓扑方法在经
典场论中的复兴却出现在20世纪70年代,标志性工
作是1969年莫法特(Moffatt)对流体螺度这个理想流
体/磁流体力学基本不变量赋予的拓扑解释(详见
第3节), 以及高斯缠绕数的有限形式在DNA生物学
中的应用. 目前, 随着计算机能力的不断提高以及
计算编程技巧的不断改善,数值模拟的精细化日益
深入,拓扑经典场论正在成为一个丰富多元的科研
领域(如图1) [1].

(Relaxation)

(            ,            ) (          ,            )

(       ,            ) (                ,            )

图图图 1 (网络版彩图)拓扑流体力学发展简史
Figure 1 (Color online) Brief history of topological fluid mechanics.
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3 流体螺度的拓扑内涵

拓扑流体力学的核心任务之一是辨析流体涡

旋系统的拓扑位形，找到适当的示性拓扑不变量，

并讨论拓扑与能量的关系. 螺度(Helicity)是最重要
的流体拓扑不变量. 它是流体欧拉(Euler)方程的守
恒量，是耗散纳维尔-斯托克斯(Navier-Stokes)方程
所描述的流体演化过程中的守恒量. 螺度思想最早
来源于19世纪的亥姆霍兹和开尔文 [2]. 此后1958–
1969年在磁流体力学和理想流体动力学中分别由沃
尔杰(Woltjer) [3]和莫法特(Moffatt) [4] 重新发扬光大.
运动学螺度(Kinetic Helicity)定义为三维积

分 [3, 5]:

H =
∫

V
u · ωd3x, (1)

其中u是速度, ω = ∇ × u是涡旋度(Vorticity). 积
分在三维空间中的体积V中进行. 对不可压

缩(Incompressible)流体, 满足∇ · u = 0, u在V内处
处无散; 对可压缩(Compressible)流体, 取正压条
件p = p(ρ), 其中p是压强, ρ是密度. ω在边界∂V上
满足ω · n̂ = 0,其中n̂是∂V的法向.磁流体力学中的
螺度定义与运动学螺度非常相似, 将u代换为磁矢
势A, ω代换为磁场强度B即可.以下不失一般性,我
们以运动学螺度为例.
用外微分语言来重新表述上面的定义知: 速度

场u是一个1-形式, u = uidxi; ω,作为一个1-形式,本
身是一个2-形式的Hodge对偶, ω = ∗(du). 从而(1)式
就可以表达为一个外积(Wedge Product)

H =
∫

V
u ∧ du. (2)

如果反过来以ω为基本场,亦可把上述定义写成

H =
∫

V
ω · curl−1ωd3x. (3)

其中u = curl−1ω由Biot-Savart定理来实现

u(x) =
∫

V ′=V\{x}

ω (x′) × (x − x′)
|x − x|3 d3x′. (4)

文献[1]P.125定理1.15指出, H的取值并不依赖
于u取何种形式, 而实质上取决于ω. 这一点与物

理中的通常认知是一致的, 即ω作为场强来说是
可观测量, 而u从场论的角度看是一种矢量势. 定
理的一个直接结果是如下的重要推论, 即Helicity
Invariance Theorem: 设流形M上有一个无源矢量
场ω. 则由ω所给出的H, 在M的任意保体积微分
同胚(Diffeomorphism)变换之下是守恒的. 具体来
说就是, 对一个单连通带边流形M来说, 若一个无
散(Divergence-Free)矢量场和边界 ∂M相切, 那么该
场的螺度H在所有针对M的保体积、保持上述相切
条件不变的微分同胚变换之下是一个守恒量. 从拓
扑学的角度,文献[1]也将H称为Hopf不变量,即Hopf
映射度.

3.1 螺度与纽结的互、自缠绕数之间的关系

1969年莫法特 [4]、1992年莫法特-瑞卡(Moffatt-
Ricca) [6, 7]分别讨论了链环分量的互缠绕和自缠绕

情况,给出一个关于螺度拓扑内涵的重要结果:

定理1 (Moffatt-Ricca, 1992 [6])考虑一个理想
流体条件下的涡旋链环L, 包含N个分量, L =∪N

k=1 γk. 每个分量γk是流体链环L 的一个独立分
支,其中心线Ck不与其他分支在三维空间中相交(即
闭合涡旋线管. 若不闭合,则是开端曲线,可认为在
无穷远处闭合),纽结之间有或没有交叉缠绕. 记γk

的环量(Circulation)为Φk. 那么, 涡旋链环L的螺度
可由纽结理论中的自缠绕数和高斯互缠绕数表达出

来

H (L) = Hmutual + Hself

=

N∑
k,l; k,l=1

ΦkΦlLk (γk, γl) +
N∑

k=1

Φ2
kS l (γk) , (5)

其中Hmutual代表螺度中的互缠绕贡献, Hself代表自缠

绕贡献. 特别地, 当环量都均匀即Φ1 = · · · = ΦN =

Φ时,有

H (L) = Hmutual + Hself

= Φ2

 N∑
k,l; k,l=1

Lk (γk, γl) +
N∑

k=1

S l (γk)

 . (6)

这里Lk (γk, γl)是γk和γl之间的高斯互缠绕数; 而
S l (γk)是γk的自缠绕数,可通过Cǎlugǎreanu-White公
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式与卷曲数(Writhing)Wr和拧转数(Twisting)Tw联
系起来 [8, 9],

S l = Wr + Tw. (7)

(1)式是复杂的积分表达式, 而(5)和(6)式是由
拓扑不变量组成的简单代数表达式, 因此具有重
要意义. 有鉴于此, 下面简单引述对(5)和(6)式的证
明 [4, 6, 7].

证明

(1)首先考察互缠绕部分, Hmutual,有如下引理:

引理1 (Moffatt, 1969 [4])

Hmutual =
∑
i, j

ΦiΦ jLk
(
γi, γ j

)
. (8)

此引理的证明简述如下. 由Biot-Savart定
理(4)式, 可用ω给出u(x)表达式. 将之代入互缠绕
螺度,就有

Hmutual =

∫
V

u(x) · ω(x)d3x

=

∫
V

(∫
V ′=V\(x}

ω (x′) × (x)
|x − x|3 d3x′

)
· ω(x)d3x, (9)

也即

Hmutual =

∫
V

∫
V ′=V\{x}

ω(x) × ω (x′)
|x − x′|3

· (x − x′) d3x′d3x.

(10)

取ω场在边界∂V处满足ω · n̂ = 0, 就可把ω(x)
和ω(x′)表示为

ω(x) = Φin̂(x)δ3 (x − xi) (11)

ω (x′) = Φ jn̂ (x′) δ3
(
x′ − x j

)
, (12)

其中xi是γi的中心线Ci上的坐标, x j是C j的坐标. 由
于δ-函数的缘故, n̂(x) 和n̂(x′) 就分别成为Ci和C j上

的单位切矢量. 那么,将(11)和(12)式代入(10)式,立
刻得到

Hmutual =
∑
i, j

ΦiΦ j

∮
Ci

∮
C j

dli × dl j ·

(
xi − x j

)
∣∣∣xi − x j

∣∣∣3 , (13)

其中dli和dl j分别是Ci和C j的线元矢量. 注意到高斯
互缠绕数Lk(γi, γ j)恰为上述积分:

Lk
(
γi, γ j

)
=

∮
Ci

∮
C j

dli × dl j ·

(
xi − x j

)
∣∣∣xi − x j

∣∣∣3 , (14)

即得到

Hmutual =
∑
i, j

ΦiΦ jLk
(
γi, γ j

)
. (15)

引理1证毕.
(2)其次考察自缠绕部分, Hself:
我们从纽结的螺度出发导出其Călugăreanu-

White不变量. 考虑一个物理纽结(Physical Knot),它
产生于R3中一个以打结曲线C为中心线的流管(Flux
Tube). 先假设C上无拐点, 也即无曲率为0之处. 若
曲线闭合,则C的参数方程可表为x = x(s);可设C的
周期为L,即x(s) = x(s + L). 对打结流管螺度的另一
种表示形式由如下引理给出.

引理2 (Moffatt-Ricca, 1992 [6]) 考虑一个理想
流体条件下的磁纽结(Magnetic Knot), 它由磁通管
给出.记磁通管中心线为纽结曲线C,管边界(Tubular
Boundary)为一个磁面(Magnetic Surface), 通量为Φ.
则该磁纽结螺度Hm为

Hself,m = Φ
2S L, (16)

其中S L = S L(R)是C的参考带(Reference Ribbon)R
的Călugăreanu-White自缠绕不变量.

此引理的证明简述如下. 考虑一个磁通管, 其
磁场B由两部分组成

B = Ba + Bm, (17)

其中Ba是平行于管轴的轴向分量(Axial Field),
而Bm则是垂直于轴向的子午面(Meridian Planes)上
的、幅角增加方向的分量. 在管截面上,我们采用一
个局域的柱坐标系(r, θ, z)(如图2).

假设

Ba = (0, 0, Bz(r)) , Bm = (0, Bθ(r), 0) , (18)

显然有∇ · Ba = 0和∇ · Bm = 0. 于是可以分别引入
矢势

Ba = ∇ × Aa, Bm = ∇ × Am, (19)
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图图图 2 (网络版彩图)局域的柱坐标系(r, θ, z). Ba是平行于管轴

的轴向分量, 而Bm则是垂直于轴向的子午面上的幅角增加

方向的分量

Figure 2 (Color online) Polar coordinates on the tube cross-section,
(r, θ, z). Ba is the axial field parallel to the tube axis and Bm is the merid-
ional field in the meridian planes perpendicular to the tube axis.

其中∇ · Aa = 0, ∇ · Am = 0. 鉴于Bm场的磁力线是互

不相交的圆环,我们有∫
V

Am · Bmd3x∗ = 0, (20)

其中V是管的体积, d3x∗表示V上的体积元. 那么总
的场螺度就是

Hself,m =

∫
V

Aa · Bad3x∗ +
∫

V
Aa · Bmd3x∗

+

∫
V

Am · Bad3x∗

=

∫
V

Aa · Bad3x∗

+ 2
∫

V
Aa · Bmd3x∗, (21)

其中使用了分部积分技巧和散度定理.
1)螺度的环绕(Writhing)贡献. 首先考虑轴向贡

献Hself,m,a =
∫

V
Aa · Bad3x∗, 脚标a =axial. 此处我们

使用取极限时的Biot-Savart表示式:

ABS = −
Φ

4π

∮
C

(x − x∗) × dx∗

|x − x∗|3
. (22)

尽管这个表达式在x ∈ C时发散,但它的轴向分量却
保持有限,故有

Hself,m,a =
Φ2

4π

∮
C

∮
C

(x − x∗) · dx × dx∗

|x − x∗|3
= Φ2Wr. (23)

此即环绕部分对螺度的贡献.
2) 螺度的拧转(Twisting)贡献. 现在考虑(21)式

的第二项贡献:

Hself,m,m = 2
∫

V
Aa · Bmd3x∗ = 2

∫
V

Aθ(r)Bθ(r)d3x∗,

(24)

脚标m =meridian. 这里注意,从(18)式以及(19)式第
一部分可以得到Aa = (0, Aθ(r), 0),其中

1
r

d
dr

(rAθ) = Bz(r). (25)

下面考虑由于曲率和挠率分别发生突变δc(s)和
δτ(s)时所导致的流管的虚位移δξ(s)所诱导的
Hself,m的改变.我们有

ξ = rêr = r(n̂cos θ + b̂ sin θ), (26)

以及

êθ = −n̂sin θ + b̂ cos θ. (27)

从而,假设

δξ = r cos θδn̂+ r sin θδb̂ (28)

对所有(r, θ)一致,就有

d
ds
δξ = r cos θ

d
ds
δn̂+ r sin θ

d
ds
δb̂. (29)

由于只有弧长s的微变化δξ导致了场的畸变
(Distortion),我们不妨假设s = s1, δξ (s1) = 0,也即是
说δn̂ (s1) = δb̂ (s1) = 0. 那么,根据s = s1处的弗勒内

关系(Frenet Relations)就有

d
ds
δn̂ = −δc t̂ + δτb̂,

d
ds
δb̂ = −δτn̂. (30)

于是, 在所假设的虚位移δξ(s)之下, 轴向场Ba

以及Aθ(r)保持不变, 而s = s1处的子午场Bm却发生

改变,改变量是

δBm = (Ba · ∇) δξ = Bz(r)
d
ds
δξ. (31)

这是弧长变化δξ(s)导致的. 可以看到, 这一改变重
组了一种对流贡献的过程,后者在磁流体力学中被
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称为“微分旋转(Differential Rotation)所导致的环面
场(Toroidal Field)” [10]. 这样一来就有

δBθ = δBm · êθ = Bz(r)
(

d
ds
δξ

)
· êθ

= Bz(r)
[
−

(
d
ds
δξ

)
· sin θn̂

+

(
d
ds
δξ

)
· cos θb̂

]
s=s1

. (32)

将(29)和(30)式代入,有

δBθ = Bz(r)rδτ(s), 当s = s1. (33)

鉴于以上的处理在纽结上任意界面都成立, (33)式
实际上给出了产生于任意s1上的虚位移的场微

扰(Field Perturbation). 所产生的对Hself,m,m的影响为

Hself,m,m = 2
∫

V
Aθ(r)δBθ(r)d3x∗

= 2
∫

V
Aθ(r)Bz(r)rδτ(s)d3x∗. (34)

如果我们先对(25)式在横截面上积分,其结果是∫ ∞

0
Aθ

1
r

d
dr

(rAθ) r2πrdr

≡ 2π
2

[
(rAθ)2

]∞
0
= π

(
Φ

2π

)2

, (35)

那么再根据(34)式就得到

δHself,m,m = Φ
2δT. (36)

如果考虑C所发生的、依赖于时间但不经由任何拐
点的形变,则(34)式可改写为

dHself,m,m

dt
= Φ2 dT

ds
, (37)

或等价地

Hself,m,m = Φ
2 (T + T0) , (38)

其中T0是常数.
在流管发生连续形变时, 综合(23)和(38)式, 总

螺度就可写为

Hself,m,m

Φ2 = Wr + T + T0 = constant. (39)

当C在形变中出现拐点时, Wr依然会连续变化,
但T却会发生±1的跳变 [6, 7]. 进而, 当T发生±1跳变
时, T0项必须发生一个∓1的补偿跳变, 以优先保证
螺度不变性. 而这个∓1的跳变, 也即是C在形变中
通过一个拐点时, 内秉拧转N相应发生的跳变, 因
此T0 = N.

引理2证毕.

(3)总的结果(纽结/链环螺度与互缠绕数、自缠
绕数的关系).

上文结果适用于任意物理纽结/链环系统, 只
要其中含有局域的涡量分布、磁场或电场(其场
强记为Φ). 对于离散场(Discrete Field), 如果可以被
禁闭于N个涡丝状结构当中, 那么依旧可以综合引
理1的(8)式和引理2的(16)式并将之推广得到如下
结论.

对理想流体, 在总体积为V的空间内有一个物
理链环, 记为L. 设L含有N个纽结分量, 每个所负
荷的通量(Flux)为Φi, i = 1, . . . ,N. 则此纠缠的物理
链环L的总螺度H可用互缠绕数、自缠绕数表达
出来

H = Hmutual + Hself

=
∑

i

Φ2
i S Li +

∑
i, j

ΦiΦ jLki j

=
∑

i

Φ2
i (Wri + Ti + Ni) +

∑
i, j

ΦiΦ jLki j. (40)

定理1即(5)式证毕 [4, 6].

(5)式有重要的意义及广泛的应用潜力. 首先,
它大大简化了螺度H的计算, 把原来困难的三重
积分(1)式化为了对互、自缠绕数的简单代数计数,
从而清晰地揭示出H作为拓扑不变量的本质. 其
次, 通过实验测量积分螺度和流场Φi, 可以通过中
心线的几何形状和投影图(Diagram Projections)给
出的Lki, j直接计算出Wri和Ti,进而估算内秉拧转Ni,
后者是流管能量相关量中最棘手而又最有趣的量

之一.

对互、自缠绕数的简单的代数计数方法如下:

Lk (γk, γl) =
1
2

∑
r∈{γk∩γl}

εr, S l (γk) =
1
2

∑
r∈{γk}

εr, (41)
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其中{γk}指γk自身的交点集合, {γk ∩ γl}指γk和γl互相

的交点集合. r是一个交点, εr指该交点的代数指标,
定义如图3.
缠绕数可以作为示性工具来判断一个位形的

拓扑平庸或非平庸状态,如后文将用到的Hopf链环.
如图4(a)所示,为互不嵌套的两个平庸环,是二分支
链环中最平庸的情况,其缠绕数为零. 而Hopf链环
的缠绕数不为零,这就与平庸环区分开来.
对于相对定向相反的两个Hopf链环(如图5),它

们是手征相反的一对链环,其缠绕数分别为±1. 这
里所说的手征相反是指:把一个链环画在二维平面
里(相当于把这个链环沿着一个选定方向投射到二
维平面上, Directional Projection), 则每个交叉点处
都有上线和下线. 如果把图中每个交叉点处的上、
下线全部对换,就会得到另一个链环,新链环与原链
环之间是关于纸面的镜像(Mirror Image)对称关系,

图图图 3 (网络版彩图)对交叉数εr的代数定义. Over-pass, 即
从上线转到下线的最小转角为逆时针转动, 记为εr = +1;
Under-pass,即从上线转到下线的最小转角为顺时针转动,记
为εr = −1
Figure 3 (Color online) Algebraic definition for the crossing number.
Over-pass, i.e., the case that the minimal angle of rotation from the upper
line segment to the lower line stegment is anti-clockwise. It is denoted
as εr = +1; Under-pass, i.e., the case that the minimal angle of rotation
is clockwise. It is denoted as εr = −1.

(a) (b)

图图图 4 (网络版彩图)两种拓扑位形之比较. (a)两个互不嵌套
的平庸圆, 其缠绕数为0; (b) Hopf链环,高斯缠绕数为±1(参
见图5)
Figure 4 (Color online) Comparison of two configurations. (a) Two
disjoint trivial cicles; (b) a Hopf link, with Gauss linking number ±1 (see
Figure 5 below).

(a) (b)

图图图 5 (网络版彩图)两个Hopf链环. (a)高斯互缠绕数Lk = +1;
(b)高斯互缠绕数Lk = −1
Figure 5 (Color online) Two Hopf links. (a) The one with the Gauss
linking number Lk = +1; (b) the one with the Gauss linking number
Lk = −1.

也称手征相反.后文将会给出,在量子流体当中,缠
绕数不同的两个Hopf链环可以通过改变相位取向
来得到,也即是说镜像对称亦可以用对量子流体取
相反相位来实现.

上述对互缠绕数的证明是无条件成立的;而自
缠绕数对螺度的贡献方面,上述给出的是基于特殊
涡旋内部结构情况给出的证明,目的是向读者介绍
证明的主干思路. 结合实际应用时, 需要视不同的
具体问题谨慎对待 [11, 12].

事实上, 国际上关于螺度拓扑内涵及与各
种拓扑不变量之间关系的探讨一直是研究热

点. 早在1961年Moreau [13]就提出来螺度可以用来

表征涡线的链接关系. Berger和Field [14]考虑对有

限个孤立涡管的螺度进行分解, 以分析螺度与
涡管的拓扑、几何、涡量分布的具体关系. 近年
来Moffatt [15]和Xiong等人 [16]对真实黏性流动中螺

度各分量之间的相互转换进行了理论和数值分析.
芝加哥大学Irvine研究组 [17]对螺度的守恒性进行了

深入的实验与数值研究.

3.2 螺度与纽结多项式之间的关系

螺度的拓扑内涵是否仅限于和纽结互、自缠绕

数的关系？

我们知道, 缠绕数在数学纽结理论中是较低
阶的拓扑示性工具, 著名的例子包括: 用自缠绕
数S l = 0无法分辨一个平庸圆和一个8-字结,如图6;
用互缠绕数Lk = 0无法分辨一组三个平庸圆、一
组博罗明环(Borromean Rings)和一组怀特海德链
环(Whitehead Link),如图7.
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(a)
(b)

图图图 6 (网络版彩图)平庸环(a)和8-字结(b). 平庸环显然自缠
绕数为零; 8-字结的自缠绕数可计算也等于零
Figure 6 (Color online) A trivial circle (a) and a figure-8 knot (b). The
self-linking number of the trivial circle is obviously zero; that of the
figure-8 knot vanishes as well, as can be easily verified.

(a)
(b)

(c)

图图图 7 (网络版彩图)一组三个平庸环(a), Borromean rings
(b)和Whitehead links (c). 平庸环显然互缠绕为零; 后二者,
无论怎样规定各分量(用不同颜色标定)的定向,其总高斯互
缠绕数都等于零

Figure 7 (Color online) A group of three trivial circles (a), Borromean
rings (b) and Whitehead links (c). The mutual linking number of the triv-
ial circles are obvious zero; for the latter two items, their mutual linking
numbers both vanish, no matter how to choose the orientations of the
components in the links.

为了探究螺度与拓扑示性能力更强的纽结理论

工具(如纽结多项式)之间的关系, 本文作者近年来
发展出如下方法 [18–20].
如果把螺度的外微分表达式(2)与拓扑量子场

论中的Chern-Simons(CS) 3-形式(Chern是陈省身)相
比较

CS(A) = A ∧ dA +
2
3

A ∧ A ∧ A, (42)

立刻可知(2)式就是(42)式取阿贝尔群时情形. 事
实上, 按拓扑场论的语言, (42)式中的A = A(x)
是主纤维丛上的联络(即规范场理论中的规范
势), xµ是底流形坐标. A = Aa

µTadxµ是1-形式, dA =

∂µAa
νTadxµ ∧ dxν是2-形式. Ta 是结构群的生成元.

一般情况下结构群是非阿贝尔群G(non-Abelian),
生成元的对易关系[Ta,Tb] , 0, 此时(42)式中第
二项即非线性项不为零; 特殊情况下, 如果G是
阿贝尔的U(1)群, 它等同于单位圆上的旋转或复
平面中的相角变换, 则(42)中的第二项消失, 就成
为CS(A) = A ∧ dA,而对此3-形式的积分就成为

I =
∫

V
A ∧ dA. (43)

注意到速度场也是一种势场(参考超导理论中的伦
敦关系) [21],即可以将外微分形式下的u场代入A,则
由(43)可得(2)式.

量子CS场论是最重要的低维拓扑量子场论之
一.它与纽结理论、共形场论、顶角算子代数、圈
量子引力等重要领域都有关系.特别是,该理论中天
然蕴含有各种纽结不变量,在此领域已产生多个数
学菲尔兹奖的工作 [22]. 它与各种纽结拓扑不变量的
关系给出一个启发: 在拓扑流体力学这一经典场论
的研究领域中,或可寻找基于螺度的、比缠绕数的
拓扑示性能力更强的纽结不变量.

注意到拓扑量子场论中的CS路径积分定义
为Wilson loop的真空期望值(对应于数学中的和乐
群):⟨∏

i

ei
∮
γi

A
⟩
=

1
Z

∫
[DA]

(
e

i
∑
i

∮
γi

A
)

eiCS(A), (44)

其中[DA]是积分测度, 表示积分在联络A的空间
进行; γi表示第i个纽结; Z是归一化常数; e

i
∑
i

∮
γi

A
称

为Wilson loop. 为简单起见, 上式中未进行Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin (BRST)量子化手续,也即未加入
规范固定(Gauge Fixing)和鬼场项(Ghosts).

拓扑场论中的著名工作 [22]指出这个积分可以

给出纽结多项式拓扑不变量. 这为分析螺度的拓扑
内涵提供了线索. 前文(2)式指出它是一个阿贝尔
的CS作用量,也即此时(44)式右边的被积函数变成

e
i
∑
i

∮
γi

u
ei

∫
V u∧du, (45)

其中联络A已写成速度场u, 而作用量是H =∫
V

CS(u) =
∫

V
u ∧ du. 进一步注意到,当考虑极细涡

丝(Thin Vortex Filament; MHD中即极细磁通管)的
时候, 涡度场可认为沿着涡丝的方向, ω = ω0 t̂, 其
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中ω0为常数, t̂是涡丝中轴线的单位切矢. 在此条件
下, H就可写到涡丝线积分上去 [23]

H =
∑

i

Φi

∮
γi

u =
∑

i

∮
γi

u, (46)

从而

eiH = e
i
∑
i

∮
γi

u
. (47)

其中每根涡丝的涡量Φi为简单起见已取为1. 这样
一来,发现(45)式中的两个因子变成相同.这就表明,
是这个指数形式(47)具备提供纽结多项式不变量的
能力.
基于这一认识,就可以抛却泛函路径积分体系,

一切从研究这个指数形式出发. 下面将证明, 该形
式可以给出超出缠绕数的更高阶的拓扑信息,如纽
结多项式等. 在给出证明之前, 先就可能产生的疑
问提供几点说明:

(1)目前国际上对螺度的研究,已有多个理论和
实验组转而开始关注线积分形式的螺度(Field Line
Helicity),如邓迪大学太阳等离子体物理团队 [24, 25].

(2)指数形式可以退回到非指数的形式. 粗略的
理解是,如果对该形式进行指数展开,那么一阶项将
会回到通常的情形,描述缠绕数这样的低阶拓扑不
变量——实质上,这意味着只考虑每根纽结都拓扑
守恒的情形, 不考虑它们之间的相互作用; 而二阶
以上的项,则会包含多个线积分,那就必须考虑纽结
片段相碰时发生破坏拓扑守恒的各种相互作用的情

况,如重联. 考察指数形式,实际上意味着寻回之前
扔掉的高阶项.

(3)下文中可以看到,指数形式与线积分搭配使
用有以下优点.

1)由于积分路径是曲线,所以允许对路径进行
断开、重联,以及添加和删减虚拟路径等操作.所得
的结果在指数上具有可加性,写在指数下则是相乘
因子. 即e

∫
L u = e

∫
L1+L2

u
= e

∫
L1

ue
∫

L2
u, 其中路径具有可

加性, L = L1 + L2.
2) 这就允许把上面路径操作之后所得的某些

新因子进行具体计算,得到常数.这些常数即可定义
为纽结多项式的定义式(即拆接关系, Skein Relation)
所需要的那些常数.

由此可以证明, 上述指数形式可以给出Jones、
HOMFLYPT等纽结多项式拓扑不变量. 下面对构造
思路给出简短说明.

一个纽结(不计粗细的)是指三维当中的一条封
闭曲线,数学上表达为一个映射γ : S 1 → R3. 映射
的方式不同意味着打结的方式不同,有平庸的无缠
绕环,也有非平庸的结. 把纽结画成平面图,纽结和
纽结之间的形态不同就体现在各个交点处的交叉方

式不同上面,如图8.

进一步地,多个纽结同时出现,相互之间可以有
嵌套或无嵌套. 这样形成的组合称为链环(Link),当
中的每个纽结称为链环的一个分量(Component). 显
然, 单个纽结是链环的特殊情况. 一般说的纽结拓
扑不变量(多项式等)更准确地说应叫做链环不变量,
因为它们处理的是更一般的链环的拓扑示性问题.

两个链环画到平面上以后形态不同,并不意味
着它们相互不等价——它们之间可能通过连续拓扑
变换从一个变到另一个.如果这点能做到,就称它们
拓扑等价或同痕(Isotopic),否则为不等价. 纽结理论
的核心任务之一即是分辨两个纽结是否等价;若不
等价, 相差多少. 为完成这一任务数学上发展出了
纽结拓扑不变量方法,即寻找一些在拓扑变换下不
变的量或不变的性质,以此判断两个纽结等价与否.
注意,拓扑不变量是必要而非充分条件,也即若某拓
扑不变量发生了变化,立即可以判断二者不等价;若
未发生变化, 只能说在该不变量之下等价; 若有更
高阶的不变量发生了变化,仍判断此二者为不等价.
那么, 找寻拓扑不变量需要先分析连续拓扑变化;

(a) (b)

图图图 8 两个10交叉点纽结, 1022(a)和1035(b). 二者有相同
的Jones多项式,但HOMFLYPT多项式不同
Figure 8 Two knots with 10 crossing sites: 1022 (a) and 1035 (b). They
share the same Jones polynomial, but have different HOMFLYPT poly-
nomials.
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Reidemeister指出,所有的变化归根结蒂都由三种最
基本的变化组合而成, 称为Reidemeister Moves, 如
图9.
接下来,按数学上的思维方式,考察纽结时专注

于每个交叉点. 对一个具体的交叉点来说, 无非是
三种交叉方式,如图10.
于是,所谓的纽结多项式的定义就是针对这三

种交叉方式之间相互关系的公式(称为拆接关系,
Skein Relations). 某种意义上说,可认为是一种递推
关系 [26],如下所述.
• Jones多项式 [27]的拆接关系,关于单参数τ:

V (Circle) = 1, (48)

τ−1V (OC) − τV (UC) =
(
τ

1
2 − τ− 1

2

)
V (NC) . (49)

这里Circle指平庸圆. OC, UC, NC分别指图10中
的三种交叉方式: OC即Over-crossing, UC即Under-
crossing, OC即Non-crossing.

(a) (b) (c)

图图图 9 三种Reidemeister Moves. (a) Type-I; (b) Type-II; (c)
Type-III. 纽结拓扑不变量, 三种变换下都不变的, 称为毗
邻同痕(Ambient Isotopic);只在后两种之下不变的,称为正规
同痕(Regular Isotopic)
Figure 9 Three types of Reidemeister moves: Type-I (a), Type-II (b),
and Type-III (c). A knot topological quantity which is invariant under
all these three types of moves is called an ambient isotopic invariant; a
quantity which is invariant under the latter two types of moves is called a
regular isotopic invariant.

(a) (b) (c)

图图图 10 考察三个链环,它们几乎处处相同,只在一个交叉点
处不同. (a)上交叉, over-crossing; (b)下交叉, under-crossing;
(c)不交叉, non-crossing
Figure 10 Three links, which are almost the same everywhere, except
one particular crossing site: over-crossing (a), under-crossing (b), and
non-crossing (c).

• HOMFLYPT多项式 [28, 29]的拆接关系,关于双
参数a和z:

P (Circle) = 1, (50)

aP (OC) − a−1P (UC) = zP (NC) . (51)

所谓的构造纽结多项式,就是构造上面各种拆
接关系中的参数τ, a, z等,并证明它们满足那些拆接
关系.

构造Jones多项式的拆接关系(48)和(49)式需要
构造参数τ. 我们发展出了一个所谓的“添加/删除虚
拟路径”技巧 [18, 20],如图11.

于是,如果以图中的L+, L−, L0, γ+和γ−为线积分
的积分路径,就有

e
∫

L+ = e
∫

L0⊕γ+ = e
∫

L0 e
∫
γ+ = ke

∫
L0 , (52)

e
∫

L− = e
∫

L0⊕γ− = e
∫

L0 e
∫
γ− = k−1e

∫
L0 , (53)

其中定义k = e
∫
γ+ ,可计算恰好有k−1 = e

∫
γ− . 那么,如

果定义⟨L+⟩ = e
∫

L+ , ⟨L−⟩ = e
∫

L−和⟨L0⟩ = e
∫

L0 ,就得到一
组原始的关系:

⟨L+⟩ = k ⟨L0⟩ , ⟨L−⟩ = k−1 ⟨L0⟩ . (54)

这已初具模样,接近最终所需拆接关系.接下来,经
过一系列步骤(先去掉纽结的定向,用各态遍历假定

(a)

(b)

图图图 11 (网络版彩图)添加/删除虚拟路径. (a)对over-crossing
(记作L+)的处理. 通过添加虚拟路径(蓝色, 由于定向不同,
相互可以抵消), L+被化为一个non-crossing(记作L0)加上一
个小的unknot(记作γ+). (b)对under-crossing(记作L−)的处理.
L−被化为一个L0加上一个小的unknot(记作γ−). γ+带一个正
向的 1

2拧转, γ− 带一个负向的 1
2拧转

Figure 11 (Color online) Technique of adding/subtracting imaginary
paths. (a) The treatment for an over-crossing site, denoted as L+. By
adding imaginary paths denoted by the blue color (which are able to
cancel each other due to opposite orientations), L+ is turned into a non-
crossing, denoted as L0, plus a small unknot, denoted as γ+. (b) That
for an under-crossing site, denoted as L−: L− is turned into an L0 plus a
small unknot denoted as γ−. The γ+ carries a positive twist, 1

2 ; the γ−
carries a negative twist, 1

2 .
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得到Kauffman尖括号多项式的拆接关系 [30],然后再
重新赋予纽结定向), 即可得到Jones多项式的拆接
关系(48)和(49)式 [18, 20].
上面的Jones多项式是单参数多项式. 示性能

力虽然比缠绕数强许多, 但仍然有局限性, 例如
它无法分辨前文图8中的1022和1035 两个纽结. 为
此我们构造了一种推广的(Generalized) Jones多项
式, 即HOMFLYPT多项式 [19](“HOMFLYPT”是两篇
论文共八位作者姓氏的首字母). 后者是双参数多项
式,如(50)和(51)式所示,因此拓扑示性能力更强,可
以分辨图8中的1022和1035纽结.
在HOMFLYPT多项式拆接关系(50)和(51)式的

构造中, 除了要用到上面“添加/删除虚拟路径”的
技巧来构造参数z以外, 还要用到Dehn Surgery技
术来构造参数a, 如图12. z的构造过程主要体现
了Writhing的贡献, 而a则体现Twisting的贡献, 因为
有Călugăreanu-White公式

S l (R) = Wr (C) + Tw (R) , (55)

其中R表达一个条带,中心线为C. HOMFLYPT多项
式的具体构造细节参见文献[19].
本节最后做一些说明. 首先, 上述各种纽结多

项式的定义式也即拆接关系, 不仅是数学表达式,
亦可被视为对真实物理过程即重联的一种描述. 其
次, 在纽结多项式基础上, 我们还可以引入更多的
纽结理论工具, 如瓦西里耶夫(Vassiliev)不变量族
等(Vassiliev不变量在特殊取值下可得到各种主要的
纽结多项式,前者可认为是后者的母函数). 目前我

图图图 12 (网络版彩图)Dehn Surgery技术. 用于构造HOMFLY-
PT多项式拆接关系中的参数a
Figure 12 (Color online) The technique of Dehn surgery. It is em-
ployed to construct the parameter a in the skein relations of the HOM-
FLYPT polynomial.

们已经成功构造出流体中的康塞维奇(Kontsevich)
积分1), 后者是纽结理论中构造瓦西里耶夫不变量
族的主流方法. 能够将重联与纽结多项式以及康塞
维奇积分联系起来,意味着获得了研究流体涡旋纽
结链环非平庸拓扑变化的更好工具. 而康塞维奇积
分则更加可以直接与涡旋的相互作用联系起来,其
间的桥梁就是毕奥-萨瓦尔(Biot-Savart)定理和关联
子,以及所谓的毗邻空间(Ambient Space)的思想.在
这些方向上进行理论推导,并辅之以数值模拟和检
验,是我们下一步的研究方向与目标.

4 流体涡旋纽结系统的结构复杂性以及能

量-复杂度关系

4.1 流体中的能量-复杂度关系

这里所讨论的复杂流体主要是流体涡旋线管

所形成的复杂系统,在流体微结构相互作用的意义
下形成相干结构. 例如, (1) 日冕物质抛射(Coronal
Mass Ejections) [25], 太阳等离子体形成磁通管, 相
互缠绕形成复杂系综, 数学上看是巨大的纽结
链环. 日冕区域会发生剧烈的磁重联现象, 伴有
大量的热量释放. 图像及视频参维基百科: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Coronal mass ejection. (2) 普
通流体中的涡丝, 数值模拟参文献[31]. (3) 超流体
中的涡旋线,数值模拟参文献[23]图2.

拓扑非守恒变换往往伴随着能量释放等动力学

量的变动.典型例子是上面提到的日冕加热之谜,它
是Science杂志列举的天体物理八大难题之一:太阳
表面温度约为几千摄氏度,但几百万公里外的日冕
层却达到上百万摄氏度, 这是一个反常现象. 猜测
原因有两个,其中之一即是磁重联(Magnetic Recon-
nections),也即磁力线在日冕层被高度拧转,随即发
生断开再连接. 重联的本质是打断旧纽结、重组新
纽结, 以改变系统的拓扑结构. 这种拓扑非守恒变
换,必然导致原结构当中贮藏的巨大自由能被释放
出来,引起日冕温度显著上升.

因此研究流体涡旋系统的复杂性并量度之,一

1) Liu X, Ricca R L. Vassiliev invariants for fluid links in terms of Kontsevich integral. In preparation.
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个重要动机是希望找出拓扑与能量的直接比较关

系. 即用拓扑不变量标识并量化系统的复杂性, 形
成谱系,然后与能谱作比较. 也即,用拓扑复杂性的
分层来管理能量的分层. 国际上的进展主要包括拓
扑性质对能量最小值的约束 [32, 33]以及紧束缚磁纽

结链环的能谱 [34]. 例如文献[35]研究了不同类型的
紧束缚纽结链环以确定其基态能,其中纽结的拓扑
类型以其绳长不同来区分,所得的结果是一个在各
种物理模型中普遍适用的对数分布. 进一步地, 文
献[36]分析了环面纽结的性质以及涡旋纽结曲率所
诱导的动力学特点,得到一个复杂度高达51个交叉
点的纽结族的平均动能离散谱.这些工作的主要思
想是研究涡丝和细磁通管系统的环绕与拧转螺度在

重联事件中如何引发能量解锁与释放.在这方面文
献[37–41]做了大量局域物理和几何分析、尺度分
析及数值模拟.

4.2 物理纽结的退化

物理纽结会发生结构复杂性退化,即纽结通过
重联发生拓扑位型改变, 复杂度降低. 国际上多年
来在流体涡旋系统和DNA纽结链环的演化问题中
对此有较多研究. 这类退化过程有两类. 一是受约
束退化,另一是自由无约束退化.
受约束退化方面,主要关注小尺度数值模拟方

格所带来的边界效应;所观察到的现象在DNA与流
体系统中也不尽统一. 在DNA病毒壳体(Viral Cap-
sid)的研究中,文献[42,43]中关于位点局域重组的统
计拓扑分析,所研究的现象受到边界效应的严重影
响. 在量子涡旋即超流体Gross-Pitaevskii系统的数
值实验中,文献[44]观察到,当被研究区域取很小体
积时,边界效应甚至可以使平庸的不拧转、不缠绕
涡圈反方向演化出一些具有高度几何和拓扑复杂性

的涡旋纽结.
自由无约束退化方面,国际上最近有一些重要

的实验观察, 但尚无统一的模型和深入的理论分
析, 2016年文献[45, 46]观察到, 水中涡旋纽结从高
复杂度缠绕态到低复杂度平庸态的退化过程从初

态到末态不是直接崩解一步到位, 而是经过一系

列中间状态逐级进行——这一现象可称为级联退
化(Cascade Degeneration). 无独有偶,此现象也出现
在文献[47, 48]关于生物学领域对DNA转录复制的
数值实验中;该文献还指出,级联的路径可以不止一
条. 它们并非平权,当中有一条是最优路径,其发生
概率远胜他途.

为什么流体力学与生物学两个截然不同的

领域会出现完全相同的现象? 背后是否有某种
超越具体学科的、大自然更本质更深刻的规律?
在这方面, 数学终身成就奖Wolf奖得主、数学大
师Arnold的一个猜想或许可为我们提供新的角度:
可否找到表征物理场的某些代数拓扑不变量, 其
数学上的分层结构可用来对系统的物理状态进行

分层管理 [1, 49]? 对此, 本文作者用已经找到的流体
纽结HOMFLYPT多项式拓扑不变量对环面纽结/链
环(Torus Knots/Links)进行了计算 [50, 51],对其中形式
化的多项式常数代入含有具体物理含义的数值,得
到了一个精确单调递降的序列(如图13), 这一结果
与文献[47]的结论是一致的.

进一步地,为了考察环面纽结/链环以外的更一
般的纽结如何发生自由无约束退化,以形成复杂度
单调递降的序列,同时还要兼顾镜像对称链环的复
杂度一致性,我们发展了上述Arnold的思想,设想出
如下的研究思路: 找到一个合适的代数空间, 使物
理上的不同复杂度状态对应该空间中一系列用拓扑

不变量标记的等势面,而退化路径则对应穿过各层
面的降落曲线.从起点出发沿其中一条曲线前往终
点, 必须相继穿透每个中间层. 每个穿透点即为一
个中间态, 这就形成了级联. 这些曲线中必有一条
最短的,对应那条发生概率最高的路径.

循此思路我们进行了理论分析和数值计算,得
到了一些初步结果2).

5 主控方程: Gross-Pitaevskii方程

数值实验是检验理论结果正确性的重要手段,
从本节起我们将转向对前面几节理论结果的数值模

拟部分,主要观察的对象就是超流体中涡旋纽结/链

2) Liu X, Ricca R L, Li X. A topological study on cascade degenerations of complex ensembles of fluid knots. In preparation.
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图图图 13 (网络版彩图)对环面纽结/链环T (2, n)计算其HOMFLYPT多项式的值,得到一个单调递降序列 [50, 51]

Figure 13 (Color online) Monotonically decreasing sequence of values obtained by computation of HOMFLYPT polynomials of torus knots/links
T (2, n) [50, 51].

环的重联.

流体涡旋的重联是湍流这一世纪难题的子

问题, 被视为解答湍流疑难的基础. 对涡旋重
联的研究不但涉及经典流体 [52–54]和液氦超流的

涡旋动力学 [37, 55, 56], 还与等离子体的磁流体力
学(Magnetohydrodynamics, MHD) [57, 58]、介观物理

的相变 [59]、DNA分子生物学 [60]有关. 通过分析该
过程中各种物理、数学性质的变化,尤其是单次重
联过程的演化 [61, 62],有助于理解黏性和非黏性流体
的重要性质 [54],如时间反演对称性 [56]、螺度变化、

速度场的能量级联(Energy Cascade)等 [63].

关于螺度作为拓扑数在流体涡旋纽结重联事

件中如何变化这个问题, 近年来有多个重要的实
验 [64]、数学分析 [41]和数值工作 [65, 66], 但它们却给
出了相互矛盾的结论. Zuccher和Ricca [38–40]通过在

超流Gross-Pitaevskii (GP)方程中构造出量子流体涡
旋环,从数值实验角度对朴素双链环和Hopf链环这
两种基本位形的拓扑非守恒相互作用进行了部分

解答, 破除了这些工作中的矛盾之处. 本文在此基
础之上,以量子流体中的两种Hopf链环形式涡旋的
拓扑非守恒相互作用为例,进行了数值模拟与物理
和拓扑的分析, 向读者展示了其数值方法, 并以文
献[39,40]为基准通过涡旋演化中缠绕数发生变化时
的对称性验证了数值模拟结果.

GP方程可用于描述量子超流体如液氦等. 如

下的无量纲形式是本文模型的主控方程(Governing
Equation):

∂ψ

∂t
=

i
2
∇2ψ +

i
2

(
1 − ∥ψ∥2

)
ψ, (56)

ψ是凝聚态波函数, 即序参量(Order Parameter).
∥ψ∥2的存在使得方程类似一个非线性薛定
谔(Schrödinger)方程. 通常的做法是, 当给定一个
初始条件时, 模拟系统如何在方程(56)的控制下演
化,重点是观察涡旋的拓扑非守恒相互作用,比如重
联. 以下为简化计算起见取系统背景密度为ρB = 1.

我们在流体力学绘景(Formalism)之下研究
(56)式, 就是要从中构造流体力学的特征量即密
度ρ和速度u. 具体方案是实施Madelung变换,将ψ写
成模长

√
ρ与相角θ的形式

ψ =
√
ρeiθ, (57)

这样(56)式就分解为一个连续性方程加一个运动
方程:

∂ρ

∂t
+
∂
(
ρu j

)
∂x j

= 0, (58)

ρ

(
∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂u j

)
= − ∂p

∂xi
+
∂τi j

∂x j
. (59)

这样就有ρ = ∥ψ∥2为流体密度, u = ∇θ为流体速
度, p = ρ2

4是压强. τi j =
1
4
∂2 ln ρ
∂xi∂x j
为所谓的量子压

力(Quantum Stress); 容易看出, 如果没有τi j项(对应
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远大于涡旋核大小的尺度), (59)式就返回到理想流
体的欧拉方程. 波函数ψ的奇点出现在ρ = 0的位置,
以δ-函数的形式表现出来,即δ

(√
ρ
)
. 它意味着出现

在奇点处的量子涡旋缺陷在尺度上是一维缺陷,即
无限细的涡丝(Thin Filament).
下面对(57)式进行一些讨论. 需要指出, 在ρ ,

0的位置, 相角θ有良好定义(Well Defined), 相应地
由u = ∇θ所诱导的涡旋度(Vorticity)ω = ∇ × ∇θ = 0,
因此由(1)式可知螺度H在该处也为零(Trivial Curl-
Free Case);但在ρ = 0的位置,相角θ是没有良好定义
的(Ill-Defined), 连带导致螺度H在该处也无良好定
义. 因此(57) 式在ρ = 0的位置实际上不能使用, 需
要用别的方法来代替;体现在数值研究中即是说,若
无一定的技术方案来处理ρ = 0的奇异区域,而只是
跳过奇点处理有良好定义的区域,则最终积出来的
螺度会为零. 一个例子是后文第6.3节所给出的平庸
算例,说明当不采取适当应对措施时就会出现平凡
的螺度,而与理论预期不符.
如果不采用指数形式(57)式, 而是把ψ写成实

部、虚部相加的形式, ψ = ϕ1 + iϕ2,即引入两分量矢
量ϕ = (ϕ1, ϕ2),则可以证明,由u所诱导的ω具有一个
所谓的拓扑流结构, ω ∝ δ3 (ϕ),也即ω只在∥ϕ∥ , 0区
域不为零,而在其他∥ϕ∥ = 0的位置都为零 [21]. 这一
方法不仅可用来从理论上讨论非平庸螺度,亦可为
数值方面寻找实用的处理手段提供思路.

(58)和(59)式中,环量常数Φ =
∮

u · ds = 2π,愈
合长度(Healing Length)为ξ = 1. 在远大于ξ = 1的尺
度上,尽管τi j项与其他压力项相比很微小,但它依然
被认为是解答涡旋重联问题的关键 [37].
流体系统的质量定义为M =

∫
∥ψ∥2d3x. 哈密

顿量由E = K + I给出, 其中K是系统动能(Kinetic
Energy), I是相互作用能(Interaction Energy):

K =
1
2

∫
∇ψ∗∇ψd3x, (60)

I =
1
4

∫ (
1 − ∥ψ∥2

)2
d3x, (61)

ψ∗是ψ的复共轭. GP方程保持能量守恒.
在GP方程之下, 量子涡旋是一种相缺陷. 涡旋

中心线是速度场的奇点, 在那里流体密度为零, 相
位无法定义.但正如下文所要展示的,与相位相关联

的物理现象十分重要,因此我们不能忽略相位,不能
将涡旋环化简为只有中心线的形式. 在经典情况下,
同时存在两个涡旋会导致速度场的叠加;在量子情
况下, 叠加会体现在相位上. 特别是同时存在两个
不共面但相互缠绕的涡旋环时——例如下文将讨论
的Hopf 链环——对外表现出来的现象是两个涡旋
场产生的相位会互相叠加、干涉,这是缠绕数思路
中产生复杂拓扑的标志.如果环之间在拓扑上没有
相互缠绕的话,这种扭曲则不会产生.

6 数值方法

数值模拟方面, 本文基于文献[37]所介绍的算
法,展示了文献[38–40]中求解GP方程的方法. 其中,
初始条件的选取和构建是计算的难点. 演化部分的
具体算法是先对时间使用二阶斯特朗分离法(Strang
Splitting Method), 再对空间进行傅里叶分解. 数值
条件方面我们使用了周期性边界条件.对于非镜像
对称的方向,通过对模拟域在该方向上取镜像实现
双计算域,与文献[67]中的技巧相似. 此方案可确保
系统能量守恒.

6.1 初始条件

本方法的难点之一在于如何正确选取和生成

初始条件.原则是既要具有一定特殊性以方便计算
和实际操作,又要具有相当的普遍代表性以反映客
观物理事实. 在文献[39, 40]中已经初步探讨过缠绕
数为+1的Hopf链环数值演化. 为便于向读者展示这
一方法,本文选取与之对称的缠绕数为−1的Hopf链
环, 形成对照. 通过这种简单的取法, 该算例可借
由解析解对称性验证数值结论.目标链环被特别地
放在“盒子”中央, 目的是既可为涡旋重联的物理过
程提供了一个对比参照 [68], 又能避免某些因边界
条件的数值实现所引发的困难,以及因周期性条件
所导致的拓扑复杂性. 另外, 该做法还可视为对文
献[66]所做真实实验的一个数值模拟.

为保证系统变量只有缠绕数不同, 两组数
值实验的初始条件应尽可能相同或对称. 在时
间t = 0时, 两个涡旋环的中心分别位于(0.5, 4.5, 0)
和(0,−4, 0), 半径为R0 = 8. 两个环分别垂直于z轴
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与x轴, 构成一个Hopf链环. Lk = +1组的计算域
为[−20; 20] × [−25; 25] × [−20; 30]; Lk = −1组的计
算域为[−20; 20] × [−25; 25] × [−30; 20]. 为了对涡
旋线和重联过程得到足够高的时间和空间分辨

率, 我们取时间精度为∆t = 1
80 = 0.0125, 空间精度

为∆x = ∆y = ∆z = ξ

3 , 也即计算域“盒子”的格点数
为120 × 150 × 150.
对于涡旋环上的每一点Q, 根据该点邻域内涡

旋线的切线、法线和副法线, 构建一个弗勒内标
架(Frenet Triad)

{
t̂, n̂, b̂

}
. 由于本例要生成的涡旋中

心线形状为正圆,而正圆上不存在拐点,因而总能在
涡旋中心线上构建弗勒内标架. 对于计算域中的每
个格点P, 我们都能找到涡旋线上最近的一个点Q.
这样∥QP∥ 就确定了P到涡旋线的距离. 同时, 在法
向n̂和副法向b̂共同确定的平面内, QP还与涡旋线
在Q点附近正交. 这一平面内, P的极坐标为(r, θ),坐
标原点为Q. 令r = ∥QP∥,相位角θ取QP与n̂的夹角.
每个涡旋都对初始条件有贡献. 通过求解GP方

程的二维形式, 得到满足GP方程的涡旋柱截面解.
对于第k个涡旋, 其解可用帕德近似(Padé Approxi-
mation)给出密度分布ρ0k

[69]:

ρ0k =

11
32 r2 + 11

384 r4

1 + 1
3 r2 + 11

384 r4
. (62)

第k个涡旋的相分布为θ0k. 对于由两个涡旋环k =
1, 2叠加成的Hopf链环,初始条件可写为

ψ0 =
√
ρ01ρ02 exp (iθ01θ02) . (63)

为在初始时刻获得缠绕数不同的Hopf链环,可
改变单个涡旋环的相位取向. 如图5(a)所示, 涡旋
环v1在初始时刻取绕z轴逆时针的方向,涡旋环v2取

绕x轴逆时针的方向, 缠绕数Lk = 1
2 (+1 + 1) = +1;

而图5(b)中,保持涡旋环v2不变,改变环v1与图5(a)相
反, 即初始取绕z轴顺时针方向. 则缠绕数就变
成Lk = 1

2 (−1 − 1) = −1. 此二者为不同的Hopf链
环.
对初始ψ场的计算, 考虑到同时受到两个涡旋

的影响,相位角会发生耦合,相当于经典流体图景中
涡旋的毗邻空间(Ambient Space)中的速度场分布变
得复杂. 由于缠绕数不同, 两个复杂系统的结构会
有所不同.

6.2 数值求解

初始条件选定之后,数值方法主要采用Zuccher
等人在文献[37]中给出的GP方程求解方案.该方法
的主要思路是用直线涡旋的场分布来近似相对复

杂的曲线涡旋. 对系统的演化推算采用的是基于
非等距快速傅里叶变换(Nonequispaced Fast Fourier
Transforms, NFFT)的求解方法, 这一方法使用了基
于Matlab平台的NFFT3工具箱对Gross-Pitaevskii方
程进行求解.

在生成初始条件阶段,仿照GP方程的二维定态
解,得到了数值“盒子”中107量级个格点的ψ值.这一
方法是利用傅里叶变换(FFT)先将物理空间中的离
散点变换到相位空间实施时间推演,然后再用逆向
傅里叶变换(IFFT)获得下一时间步的ψ场分布,并将
其翻译回这些格点的ψ值.

在本文的每组模拟实验中共进行60个单位时
间,每个单位时间包含80个时间步.演化是单向无记
忆的,与薛定谔方程相似.

6.3 数值结果与讨论

在这60个时间步内, 缠绕数不同的两组实
验高度同步与对称. 数值误差允许范围内, 重
联(Reconnection)事件出现的时刻完全一致, 事件
前后的形态也高度对称. 两个系统的时间序列演化
结果如图14所示. 整个系统遵循方程(56)求解推演.
在两个系统中, 两组链环都相向运动, 并同时在归
一化时刻t = 36.5发生第一次重联. 随后在归一化时
刻t = 41都完成一处自重联, 产生了8-字形环,并最
终分裂成了两个环.类似地,在t = 50.5时,远处的环
由于扭转发生自重联,从而产生第三个环.这是60个
单位时间内所发生的全部重联事件.

如图 15 和 16所示, 两个系统在重联前后的密
度和相位分布也如出一辙,局部等密度面图和等相
位图都在数值精度内基本一致.由于涡旋中心线是
相位奇点,导致相位在涡旋中心线附近数值浮动极
大,产生了图16中的褶皱,后者展现出涡旋中心线的
几何形态. 更进一步, 这些褶皱之间的等相位面则
是中心线链环系统的Seifert曲面.
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图图图 14 (网络版彩图)初始时刻(t = 0)缠绕数Lk分别为±1的两
个Hopf链环涡旋系统的时间序列切片图. 二者在拓扑与能量
演化上同步,在空间上对称. 涡旋边界为ρ = 0.10的等密度面
Figure 14 (Color online) Slice figures of time series for two Hopf-link
vortices, whose initial (t = 0) linking numbers Lk are ±1, respectively.
The two vortices remain synchronized in topological and energy evolu-
tion, and remain spatially symmetric. The boundary of a vortex is an
equi-density surface of ρ = 0.10.

需要指出的是, 本文对Seifert曲面的关注是
继承了文献[38–40]中研究涡旋毗邻(Ambient)空
间的思想. 毗邻空间的重要性在于可借用位势
论(Potential Theory)的思想考察其中的Aharonov-
Bohm拓扑效应的物理本质, 而 Seifert 曲面则往往
可作为等相位面联系到最小能量面.

如上文第5节所述, 在θ良好定义的区域上有螺
度密度恒为零——为简单起见我们将这部分螺度
贡献称为“平庸螺度”. 因此可以监控系统平庸部
分的螺度的数值演化. 通过简单差分方法, 粗略计
算(1)式并记录两个系统的平庸螺度变化,如图17所
示. 两系统的总平庸螺度保持在±10−14量级,在数值
精度范围内可认为平庸螺度保持0不变.因此可使用
平庸螺度检验数值系统是否可靠.

为验证模拟的“盒子”空间充分大、边界条件
鲁棒,我们额外将Lk = −1组计算域改为[−20; 20] ×
[−25; 25] × [−20; 30]重新模拟计算;发现尽管如此,
模拟结果依然不受影响,系统是高度对称的,且总平

(a)

(b)

图图图 15 (网络版彩图)涡旋系统第一次重联的局部变化图. (a)
Lk0 = +1的系统; (b) Lk0 = −1的系统
Figure 15 (Color online) Demonstration of local changes of the vor-
tex systems experiencing the first event of reconnection. (a) The vortex
system with Lk0 = +1; (b) the vortex system with Lk0 = −1.

庸螺度在数值误差内恒为零. 换言之, 本文数值计
算所选取的模拟域是充分大的, 即使改变部分方
向、尺度有一定比例调整,依然不会对结论有显著
影响.所得的数值结论对边界条件是鲁棒的.

但是需要注意, 系统的螺度其实是由非平庸部
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(a)

(b)

图图图 16 (网络版彩图)首次重联(t = 36.5时刻)前后,系统局部
相位变化. 所选等相位面为θ = π. (a) Lk0 = +1等相位面; (b)
Lk0 = −1等相位面
Figure 16 (Color online) Changes of the local phase of a vortex sys-
tem, before and after the occurrence of the first event of reconnection (at
the moment t = 36.5). The iso-phase surfaces chosen are θ = π: (a) the
iso-phase surface of Lk0 = +1; (b) the iso-phase surface of Lk0 = −1.

LK_0=+1 LK_0=−1

图图图 17 (网络版彩图)初始缠绕数不同的两个量子涡旋系统,
其总平庸螺度随时间的演化. 数值精度±10−14

Figure 17 (Color online) The two quantum vortex systems with differ-
ent initial linking numbers: the evolution of helicity versus time, with
numerical accuracy ±10−14.

分贡献的. 因此如果忽略非平庸螺度, 只考虑平庸
部分, 就会导致系统总螺度恒为零. 由此产生的后
果是(6)式会出现自缠绕数与高斯互缠绕数相互抵
消的现象,即

S l (v1) + S l (v2) + Lk (v1, v2) = 0. (64)

从图16知, t = 36.5时刻附近为重联发生的分水岭.
为便于描述,不妨假设重联在t = 36.5时发生. 那么

当t < 36.5时, v1和v2 两个曲线涡旋系统的总高斯缠

绕数已知为Lk (v1, v2) = ±1. 从而由(64)会导致两个
涡旋自缠绕数之和为∓1. 而实际上v1和v2都是平庸

环,不存在自缠绕, 自缠绕数为零. 与(64)式结论是
矛盾的.

因此,对(1)式需要使用特殊的技巧才能正确计
算非平庸螺度.我们在后续工作中将着力寻找合适
的处理奇异区域的数值办法,而非简单跳过奇异区.
譬如可有如下的可行方案: (1) 设计一种基于离散
格点来搜索涡旋线的新差分方法,以确定涡旋线的
位置和取向,从而计算非平庸螺度; (2)设计一种基
于framing技巧处理涡旋线的办法,即考察偏离涡旋
线微小距离的“影子”曲线,以后者的大范围拓扑数
来代替前者的大范围拓扑数. 方案一需要特别注意
同一个差分格子中容纳两根或以上涡旋线的情况,
也即在重联区域附近进行差分格子划分时要特别小

心. 方案二则需要特别注意framing的取法, 以避免
给拓扑数带来不应有的附加改变(参考文献[39, 40]).

6.4 更复杂的情形: 三叶结涡旋的求解

基于上述方法我们可以研究更复杂的纽结涡

旋,如三叶结(Trefoil Knot);目前该工作正在进行当
中. 下面以此为例展示这类研究中常见的技术困
难,以期读者后续处理其他复杂位形时可作为技术
参考.

我们考察将初始位形推广到三叶结这一更复杂

涡旋位形时的重联演化. 此工作的背景是近年来在
水中涡旋演化 [45, 46]以及生物DNA转录复制 [47, 48]中

观察到的环面纽结/链环的级联退化现象.我们的目
标是发现并验证流体涡旋纽结复杂系统的自发无

约束退化过程中的数学规律 [50, 51]. 这一工作的当前
难点在于初始化形状为三叶结的量子涡旋. 与圆环
这种简单纽结不同,三叶结不能从简单纽结整合叠
加得到. 因此需要针对复杂纽结构造一套全新的稳
态Gross-Pitaevskii (GP)方程初始化方案. 这不但包
括对几何形状复杂的涡旋求解,更包括优化原本针
对直线涡旋设计的初始化算法,并改进帕德近似的
使用方法.

对于比Hopf链环更复杂的纽结或链环形态涡
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旋的求解,不但是物理学问题,更是数值模拟上的难
题.如上文所述,对于复杂的涡旋线,无法像直线一
样相对精确地给出涡旋对场的影响.因此,作为一种
妥协,一般选择距离场点最近的一段微小曲线,并将
这段曲线所切的直线视为源涡旋的中心线,从而转
化为直线涡旋对场的影响、近似得到场点的值.

对Hopf链环而言,可以用正圆这种高度对称的
几何形状来表征. 一方面,这样不会出现拐点,从而
确保了初始状态下场的密度和相位在涡旋线以外都

可导,使得流体力学意义依然有效;另一方面,由于
两个分支可以分开计算,使得除圆心外的其他场点
都只有一个最近点可以选取. 此外, 正圆的形状也
很容易根据场点坐标找到最近点的精确解. 相比之
下,复杂曲线就困难得多,如图18.

以三叶结为例,想要找到涡旋线上距离场点的
最近点要面临多个难题,如图18.

首先, 涡旋本身只有一个分支, 因此不能分解
为更为简单的纽结再叠加求解. 但是对于任意场
点, 三叶结上会有多个部分向其施加影响. 即便只
考虑最近点,三叶结上也有无穷多个场点同时具有
两个或更多个最近点(为方便起见, 下文将这种场
点称为“特殊场点”),而正圆则只有有限个(1个)特殊
场点.

其次, 虽然在使用NFFT方法求解GP方程时只
需要离散的场点(方便起见,下文简称“格点”),从而
避开那些特殊场点. 但是在特殊场点附近, 格点间
由于选择的最近点不连续,导致初始流体场的密度
和相位也会不连续. 对于不连续的流场, 其构造出
的涡旋往往不稳定,从而导致无法进一步研究涡旋
演化.

图图图 18 (网络版彩图)由于未处理好特殊场点,导致初始化的
三叶结涡旋不稳定

Figure 18 (Color online) Unstable state of an initialized trefoil knot
vortex due to inappropriate treatment of the field points.

最后,由于三叶结的方程会包含很多周期性函
数,不但难以找到最近点精确解,而且数值求最近点
时也很容易陷入局部最优解. 这就更容易导致上一
条所说的问题,制造出不连续的初始流场,进而使构
造出的涡旋不稳定、无法用于研究(如图18所示的
不稳定情况).

对于上述问题, Proment等人在其2012年的工作
中给出了一个近似求解方案:在文献[70]图2–6当中,
由场点和轮胎面中心轴确定一个平面,近似将环面
纽结与这个平面的交点视为到格点的最近点. 他们
在三叶结中, 选择了一个特殊的类, 可视为环面纽
结(Torus Knot,环绕轮胎面构成的纽结). Proment等
人没有选择三叶结上的最近点作为源点,而是采取
了一个近似: 以轮胎面中心轴和场点确定一个平面,
找到平面与三叶结(或更复杂的环面纽结)的交点.
视环面纽结的种类,对于任意场点,这些交点只有有
限个(三叶结为4个), 这样只需对比4个点到格点的
距离,就可以找到一个近似的最近点,可以大大简化
计算复杂度.

Proment等人的工作是可操作的: 只要轮胎面的
两个半径都足够大,环面纽结的参数足够小,这样求
得的“最近点”误差就足以忽略不计. 在文献[70]中,
他们也实际按照这种方式给出了不同环面纽结涡旋

的动态演化. 但是在实际计算中, 环面纽结的大小
受到计算内存等因素的限制,使得其误差不可忽略,
而且误差大小也难以估计.我们希望在本文工作的
基础上, 为三叶结等复杂纽结涡旋, 在GP方程下构
造出更理想的涡旋初态. 从三叶结出发, 开发出适
合更多复杂纽结的初始化方法,并在GP方程框架下
讨论其拓扑学和物理学演化性质. 截至目前我们已
经尝试了改良牛顿迭代法等方法,来对三叶结纽结
的所有格点以高精度数值方法求最近点. 并总结出
了上文所述的诸多难题.未来将会针对三叶结方程
改良算法,以期得到比Proment的工作少一部分误差
的初始涡旋.

7 结论

拓扑流体力学具有重要的理论价值,在国际上
一直是理性力学的重要分支,但在国内并未受到应
有的重视. 为介绍这一科研方向, 本文的第一部分
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试对这一领域做综述介绍: 首先对该领域的发展史
作了简要回顾; 其次, 重点介绍国际上在揭示流体
螺度(Helicity)拓扑内涵方面所做的持续努力, 包括
螺度与流体纽结自缠绕数、高斯互缠绕数之间的关

系,以及近年来发现的与纽结多项式等拓扑不变量
之间的关系;第三,介绍关于流体纽结拓扑复杂度以
及能量-结构复杂性关系的研究,包括国际上新观察
到的级联退化现象以及我们在这方面的一些工作和

进一步的思路.
本文第二部分转向数值方面,试以简单的例子

来介绍对理论进行数值模拟的实用方法. 具体来
说就是考察超流体系统中涡旋的重联, 基于Gross-

Pitaevskii方程构造玻色-爱因斯坦凝聚体的量子涡
旋链环.对具有不同缠绕数的对称基本链环涡旋使
用非等距快速傅里叶变换进行数值求解,推演其时
空演化;通过监控物理过程来检测或验证拓扑量在
流体纽结/链环量子涡旋结构中的不变性与对称性.
本文以缠绕数相反(也即互为镜像)的两种Hopf链环
为例完整展示上述数值方法. 结果表明它们具有高
度相似性,表现在系统的缠绕数守恒、重联时间同
步、(包括重联时刻在内的同一时刻的)空间形态高
度对称. 最后, 以三叶结为例展示了复杂纽结涡旋
求解过程中可能遇到的技术困难,以便读者后续做
类似研究时作为参考.
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Topological fluid mechanics is a crucial area of classical mechanics, with remarkable theoretical significance and wide
applications in practice. In this paper, we expect to present an introductory review of the direction, for the purpose of
attracting more domestic researchers of China to enter into this important area. Our emphasis is placed on the topological
essence of fluid helicity. We will give the relationship between helicity and mathematical knotted field theory (i.e., that
between helicity and the mutual- and self-linking numbers, as well as the fluid knot polynomial topological invariants
constructed in terms of helicity recently discovered by the authors), and give an introduction to the international research
on energy-structural complexity relationship for a fluid vortex knot ensemble. Moreover, typical numerical methods are
also demonstrated through examples of reconnections occurring in superfluid vortex knots/links. Expectedly, a combination
of the theoretical framework and numerical techniques may contribute to the reader a comprehensive understanding of the
main target, research methodology and potential technical difficulties in practice in this interdisciplinary field of cutting-
edge research world-wide.
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