Regolarita delle soluzioni nelle identita di
PohozZaev-Pucci-Serrin e fenomeni di concentrazione per
equazioni ellittiche quasilinearil

Siano N > 3, Q un dominio (anche illimitato) di RY e si consideri il problema

(

—2Au+V(z)u=uP inQ
< u>0 in €2
u =20 su OS2,

\

conl<p<2-—1leV e CO’RN) tale che V(z) > a > 0 per ogni z € RY.

loc
Supponiamo inoltre che esista un sottoinsieme compatto A di €} tale che

minV < min V.i
A oA
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Sia Hy () lo spazio di Hilbert pesato

Hy (Q) = {u c H}(Q) : /QV(QC)UQ < +oo} ,

e denotiamo con || - la norma corrispondente.
Hy/ (£2)

Allora esiste g > 0 tale che, per ogni € € (0,¢q), esiste una soluzione u. € Hy (2)
che ammette un unico punto di massimo locale z. € A con

lim V(x:) = min V.
e—0 A

Inoltre esistono «, 3 € RT tali che

E

us(r) < aexp {—é]x — :135]}

per ognix € 2 ec > 0.
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Problema: cosa si pud dire sull’esistenza di soluzioni v € H}(€) che esibiscono
una forma a picco per il seguente problema quasilineare

‘ N N
—&? Y Dj(aii(z,u)Diu) + % Y. Dsa;j(z,u)DiuDju+ V(x)u= f(u) in
i,j=1 t,7=1
) u >0 in 2
L u=0 su Of)

ossia I'equazione di Eulero del funzionale I, : Hy () — R,

I (u) :%2 f: /Q aij(x,u)DiuDju—l—% /Q V(x)u2—% /Q Fu),

1,7=1

sotto opportune ipotesi sui coefficienti a;;(x,u)? (single-peak/nondegenere);

M. Squassina / Identita di PohoZaev-Pucci-Serrin ed equazioni quasilineari / Milano, 26/03/03. www1.mate.polimi.it/~squassina



Principali difficolta del problema (risp. DF)

e Nessun risultato di unicita per le soluzioni dell’equazione limite automona

N N
1
= D Djais(a", w)Dyu) + 5 >~ Dyay(a™,u) DiuDyu+ V(" yu = f(u) (L)
i,j=1 i,7=1
su RY dove x* & fissato in A:l

e Nessun risultato tipo Gidas—Ni—Nirenberg & noto per questa equazione;l

e Nessuna procedura di massimizzazione sulle rette, ossia la proprieta

uw e HYRY), u >0, u soluzione di (L) implica J(u) = max J(tu)
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e falsa anche se la mappa {s — @} e nondecrescente;

e Dimostrazione piu delicata del fatto che le soluzioni u. del problema convergono
uniformemente a zero su A quando € — 0;

e Nessun risultato ad hoc di decadimento esponenziale delle soluzioni di (L);

e Scarsa regolarita del funzionale I. : Hy () — R,

Z/awquuDu+;/V( )u 2—%/917@),

1,7=1

dove F(u) = [, f(t)dt. I. & solo continuo su Hy () e derivabile lungo le
direzioni Ho N LOO(Q) (Dsa;;j(z,u)DiuDyu € LY(Q) ¢ H-1(Q)!).
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Ipotesi e primo risultato

Sia f € CY(R™T), 1<p<N+2e2<19 p + 1 tale che

lim /(5) =0, lim 1(5) =0, 0<9F(s) < f(s)s, s=0,
s—+oo &P s—0t S
dove F(s) = [ f(t)dt per ogni s € RT.

Le funzioni a,z-j(a;, s) : 2 x RT™ — R sono continue in x e di classe C? rispetto a s,
a;;(x,s) = aj;;(x,s) perognii,j=1,...,N ed esiste C > 0 tale che
ja;j(w,5)| < C e |Dsai;(x,s)] < C perq.o. z€QeognisecRT.

Esistono R >0, v>0e0< vy <9 —2con

N

Z a'z'j(xa 8)5153 2 V‘§|27

i,J=1
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N N

Z SDsaq;j(fE,S)fifj <Y Z az‘j(fﬁvs)fifjv'

i,j=1 i,J=1

N
s> R — Z Dsaij(a:,s)&fj = O,l

i =1
g.0.in €, per ogni s € RT e £ € RV I

Sia A un sottoinsieme compatto di €2 e sia xg € A tale che

N

N
V(wo) =minV < minV, .Zl aij (20, 5)&:€; = min ) 1az-j<x, $)6i;
)= )=

per s € RT e £ e RY.
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Teorema 1. Esiste eg > 0 tale che, per ogni € € (0,€q), esistono u. € Hy(£2) N
C'(Q2) e x. € A che soddisfano le seguenti proprieta:

(a) u. € una soluzione del problema

(
N
—® 3> Djlaij(z,u)Diu)

i j=1
N
+§ > Dsaz‘j(il?, U)DiUDju +V(z)u= f(u) inQ
i,j=1
u >0 in )
u=20 su O0f) ;

_/\

\

(b) esistono o,0’ > 0 tali che

Ue () = supue, o <ue(r:) <o, lin% Vi(xze) = V(o) ;
O e—

M. Squassina / Identita di PohoZaev-Pucci-Serrin ed equazioni quasilineari / Milano, 26/03/03. www1.mate.polimi.it/~squassina



(c) per ogni o > 0 si ha
i {[ue]| oo @\ By(ae)) = 0

(d) si ha

tim [l | 1, () = O,

;i_ff(l) Jue|| Loy = 0
per ogni 2 < q < +00.

M. Squassina, Spike solutions for a class of singularly perturbed quasilinear elliptic
equations, Nonlinear Anal. (2003), in press.
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Passi principali della dimostrazione

Nello spirito dello schema di penalizzazione di del Pino—Felmer.

Passo I. Il funzionale originale I. : Hy(€2) — R viene penalizzato fuori da A, ossia
viene costruito un nuovo funzionale .J.

T (u) = / a:;(z, 1) DuD u—l—; /Q V()2 — /Q Gz, u)

1,7=1

dove G € una opportuna modificazione di F' tale che i punti critici di J. che sono
(uniformemente) piccoli fuori da A sono soluzioni del problema originale.

Pil precisamente GG = [, g(z,s)ds, dove g : @ x Rt — R,

~ ~ f(s) ses</

g(z,5) == 1a(@) f(5) + Lona(@)F (), Fls) =

(8
=S se s >/,
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dove

t
€::sup{s>0: %g% perogni0<t<3}

per k fissato con k > .

Passo Il. J. soddisfa la condizione (concreta) di Palais-Smale ad ogni livello (/.
no, in generale) e il Teorema di Passo di Montagna si puo applicare direttamente
per ottenere un punto critico u. di J. (con una precisa stima quantitativa

dall'alto).

Passo lll. Si dimostra che
lim ||t |loo,0n = 0,  Lm |[ug||oo,orn = 0.
e—0 e—0

Questo ¢ il passo piu duro. Viene ripetutamente usata |'identita variazionale di
PohoZaev—Pucci—Serrin per stimare i livelli critici. Nello studio dei problemi
nondegeneri verra utilizzata l'identita recentemente dimostrata per soluzioni di
classe C'! (pazienza, slides successivi..).

Passo IV. per ¢ piccolo, u. risolve il problema originale con le proprieta richieste.
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Alcuni problemi aperti correlati

Aperto 1. Per opportune ipotesi su A, f € CY(R™), vale un risultato di radialita
tipo Gidas—Ni—Nirenberg per le soluzioni positive regolari dell'equazione

—div (A(u)Du) + %A’(u)|Du|2 +u=f(u) inRY (E)?

Aperto 2. Per opportune ipotesi su A e f e possibile dimostrare un risultato di
unicita per le soluzioni regolari positive di (E)? (legato a Aperto 1..)

Aperto 3. Vero o falso che le soluzioni u. del problema ammettono un unico
g
punto di massimo locale in A come nel caso semilineare? (legato a Aperto 1..)

Aperto 4. Vero o falso che le soluzioni u. del problema decadono in modo
esponenziale come nel caso semilineare? (legato anche a Aperto 1..).
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E il caso critico?

Siano f(s) = As? + 5% ~! e u, soluzione al livello di PdM (vero, per X grande).

Lemma 2. Esistonocg > 0 el > 0 tali che u. é una soluzione dell’equazione

N 5 N
—? Z D;(a;;(x,u)Diu) + % Z Dsa;j(x,u)DiuDju+V(x)u = ®¢(u) in Q
i,j=1 t,7=1

pere € (0,e9), dove @7 : Rt — R & la funzione C* definita da

| A\sP + g2 —1 ifs </
(I)f(s) T AsP + 2*_162*_19_1819 _ MKZ*—l ifs>/.
) p
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Identita di Pohozaev—Pucci—Serrin

Sia © un aperto limitato in R™ con frontiera di classe C! e normale esterna v. Sia
L(z,s,£) una funzione di classe C! definita su Q x R x R™ e sia f(x) una
funzione continua definita su ). Consideriamo il problema

—div {D¢L(z,u, Du)} + DsL(x,u, Du) = f in Q
u =20 su Of)

ossia |'equazione di Eulero associata al funzionale

I(u) = /Q L(z, u, Du) — /Q fu.
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Teorema 3. Supponiamo che D¢L sia di classe C* su Q@ x R x R". Sia u €
CH(Q) N C?(Q) una soluzione di (P). Allora si ha

/aQ [L(x,0, Du) — D¢L(z,0, Du) - Du)(B - v)dH" ' =
= /Q |L(z,u, Du) (div B) + D,L(x,u, Du) - B] d
— /gzDgL(x,u, Du) - [uDa + DB* Du| dx
— /Q [DgL(x, u, Du) - Du+ uDgL(x, u, Du)]adm
+/Qf[a,u+B-Du] dx

per ogni a € C1(Q) e B € C1(Q;R").

|dea: test. I'eq. con au + B - Du. Non esistenza: a € R e B(x) = «.
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Regolarita nell’identita PPS

Sia, ad esempio, L(z,s,&) = 1 |€|P — G(x, s) con p # 2. Si ha solo v € C1(Q)!
p

Ciononostante per tale L |'identita vale, come dimostrato in

Torniamo ad una L generica e veniamo ai risultati principali:

Teorema 4. Supponiamo che L(x, s, -) sia strettamente convessa. Siau € C1(Q)
una soluzione debole di (P).

Allora I'identita vale per ogni a € C*(Q2) e B € C1(; R™).

Teorema 5. Supponiamo che L(x, s, -) sia strettamente convessa. Siau € C(Q)
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(basta u € Lip,,.) una soluzione debole di
—div {D¢L(z,u, Du)} + DsL(x,u, Du) = f.
Allora
/Q DB D¢L(z,u, Du)| - Dudx
_ / |L(z,u, Du) (div B) + D,L(x,u, Du) - B] dx =

Q
= f[B-Du} dx
Q

per ogni B € C}(Q;R"™).
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Idea della dimostrazione, B € C!, a =0, u € Lip,,

Sia €29 un aperto limitato regolare tale che B ha supporto compatto in {25 e {2 ha
chiusura compatta in 2. Sia inoltre R > 0 tale che |Du(z)| < R per q.o. x € €.
Per semplicita, denotiamo sempre con () un tale ).

Passo I. Sia g = f — DsL(x,u, Du). Regolarizziamo per convoluzione L, g e v,
otterfndo le successioni di funzioni Ly : Q@ xR xR* - R, g : 2 =R e
ug : 2 — R di classe C*° tale che Lg(z,s,-) & convesso,

L, — L in C'(K) per ogni compatto K in  x R x R",
gk — ¢ g.0. in Q con sup ||gk|lec < +0,
k
Up — U uniformemente su ),
Duy, — Du g.0. in © con sup || Dugl|oo < +00.
k
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Passo Il. Sia ¥ : R" — [0, 1] una funzione di classe C*°, con ¥(§) = 1 per
€| < R+2e9(€) =0 per |€| > R+ 3, e definiamo Ly, : Q x R® — R,

Lig(x, &) = V(&) Lz, ur(x),§).

Esiste w > 0 tale che

Y D¢ Lz, &min; = —wln|’

1,J=1

perogni k € N, (z,£) € A x R" e p € R™.

Passo Ill. Consideriamo la funzione convessa A : R" — [0, 00| di classe C'*° con
A(€) =0 per |£] < R+ 1, V?A limitato,

S D2 AE)nim; > (w+ 1)y

i,J=1
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per ogni &, € R™ tale che |£| > R + 2.

Infine, definiamo Zk : ) x R™ — R ponendo
~ _ 1,
Allora Zk e di classe C'*° e soddisfa
~ W
Lk(x7€) > Zlg‘Q o Ca

1 i ~
E'W < Y D¢ Li(w,&)nim; < Crlnl?

ij=1
per certi C, C}. > 0 con C' indipendente da k.

Passo IV. Definiamo ora L : 2 x R® — R ponendo

L(z,&) = 9(&) Lz, u(z),&) + AE).
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Risulta che L & localmente Lipschitziano, L(z,-) & strettamente convesso e C'!
con D¢L continuo, DL e di Carathéodory e risulta

)

sz(:c,ﬁ)‘ <C,

DeL(x,)| < C(1+1¢)),

- 1 - _
(Lk(x,f) — E|§\2) — L(x,§) uniformemente su 2 x R" |

- 2 - _
(Dng(a:, £) — Ef) — DeL(x,€) uniformemente su €2 x R" |

(szk(x,vk) — D, L(x, Uk)) — 0 fortemente in L*(€)), per ogni

successione (vy) in L*(2; R™) .

Inoltre, L(z, &) = L(z,u(x),€) per |€] < R+ 1.
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Passo V. Poiche u risolve I'equazione, u € I'unico minimo del funzionale
I:u+ H}() — R dato da

I(w) :/QE@,D@U) da:—/ggwda:.

D’altronde, se @ denota il minimo del funzionale I} : uy + H}(Q) — R definito
da

Ik(w):/fk(:ﬁ,Dw) d.r—/gkwdx,
Q Q

allora uy, € una soluzione dell’equazione di Eulero associata, per cui, per argomenti
standard di regolarita, @, € C2(Q). Allora 1, soddisfa I'identita PPS per Ly.
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Passo VI. Si dimostra che (1) & limitata in H2 (), quindi, a meno di
sottosuccessioni, debolmente convergente a un certo u. Si deduce poi che

> / D;B; D¢, L(x, Dty ) Dy, da +

ij=1"<

- / [(div B) L(z, Dii) + B - Dy L(, Diy,)] da = / (B - Dig)g dz +o(1),
0 Q

/Z(az,Dﬂk)da}—/gﬂ,kdaj</z(a:,Du) da:—/guda;Jro(l)
Q Q Q Q

~

as k — co.IPer la convessita di L(x,-) risulta allora

/E(m,Dﬂ)dm—/giZdw</z(w,Du)dx—/gudx.
Q Q Q Q

Poiché u & I'unico minimo di I, risulta @ = u, cioé (uy) € debolmente convergente
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auin H(Q). Allora si ha

lim / I(z, Diiy) da — / I(z, Du)dz .
ko Jo Q

~

Passo VII. Tenendo conto della stretta convessita di L(x,-), per risultati di A.
Visintin (CPDE, 1984) si deduce che @, — u fortemente in HJ(Q).

Si deduce allora che

L(z, Day) — L(z, Du) in L'(Q),
DeL(x, Diy) — DeL(x,Du)  in L2(Q;R"),
D,L(z, D) — DyL(z,Du)  in L'(Q;R™).

)

Possiamo allora passare al limite per K — +oo nell’'identita PPS per u; e ottenere
I'identita per !
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Il caso non strettamente convesso

Teorema 6. Sia u: Q) — R una soluzione debole localmente lipschitziana di (P).
Supponiamo che esistano o : Q@ x R — [0,4+00], 7 : Q@ x R — R di classe C*! e
B:R™ — R convessa e C'! con

L(xv 575) — a(xv S)ﬂ(f) + ’Y(xv S)'

Allora I'identita vale per ogni B € C(Q;R"™).

Teorema 7. Supponiamo che L(x, s, -) sia convessa. Siau : £} — R una soluzione
debole localmente lipschitziana di (P). Sia inoltre n = 1.

Allora I'identita vale per ogni B € C}(Q).

M. Squassina / Identita di PohoZaev-Pucci-Serrin ed equazioni quasilineari / Milano, 26/03/03. www1.mate.polimi.it/~squassina



26

Soluzioni di minima energia e valori di PdM

Applicazione (non banale) dell'identita PPS:

Teorema 8. Sia o > 0. Allora, sotto opportune ipotesi su L, I'equazione
—div {D¢L(u, Du)} + DyL(u, Du) + auP™! = f(u) inRY (P)
ammette una soluzione di minima energia u € W1 P(RY), ossia
I(u) = inf {I(w) : we WH"P(RY)\ {0} & una soluzione di (P)},
dove I é il funzionale associato a (P). Inoltre, I(u) = ¢, dove

C = ,ylgf@ OS<11J‘,-I<)1 I(y(1)), & = {’7 : [07 1] — WhP 7(0) =0, I(v(1)) < 0}7

ossia u € al livello di Passo di Montagna.
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The multi-peak case for degenerate problems

Siano ora A1, ..., A, k sottoinsiemi compatti di 2 e x; € A; tali che

V(z;)=minV <minV, i=1,... k.
A; OA;

Poniamo perognit=1,...,k

N—pp e sia Wy (€2) lo spazio di Banach pesato

Siano 1 <p < N, p* = =

Wy (Q) = {u c W P(Q) : /QV(:I:)]u]p < +oo}
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dotato della norma naturale [|ully, = [, [Dul? + [, V(z)|u[P. Per ogni
A, B CRY, denotiamo la distanza con dist(A, B).

Teorema 9. Sianol <p<2ep<yq < p Allora esiste €9 > 0 tale che, per

ogni e € (0,eq), esistono u. in Wy (2) ﬂClOC () ek punti x.; € A; che soddisfano
le seguenti proprieta:

(a) u. € una soluzione debole del problema

(—ePAju+ V(z)uP~ ! =uil in Q

u>0 in €}
L u=0 on 0f);
(b) esistono o,0’ €]0, 40| tali che per ognii=1,...,k si ha

Ue(Te i) =supue, o < u(ze;) <o, hn% dist(x. i, ;) = 0.
A, e—
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(c) per ognir < min{dist(.;, #;): i # j} si ha

lim ||ue|| =0;

e—0 [ (Q\zgl Br(l’s,z’))

(d) risulta
lim [ v, = 0.

Inoltre, se k = 1 le affermazioni valgono per ogni 1 < p < N.

Sianol <p < N, f € CY(R™") ed esistano p < g < p* e p < ¥ < q tali che

im 79 —o w8
s—0t Sp—l S— 400 Sq—l
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0 <VF(s) < f(s)s fors >0,
dove F(s) = [ f(t)dt per ogni s € R

La funzione j(a:, 5,6) : A x RT x RY — R & continua in = e di classe C! rispetto
a sef, lafunzione {£ — j(x,s,£)} € strettamente convessa e p—omogenea ed
esistono due costanti ¢y, ¢y con

Js(z, 5,8 < calél”, je(z,5,)] < el

per q.o. x € Q ed ogni s € RT, £ € RY (4, e J¢ denotano rispettivamente le
derivate di j rispetto a s e & rispettivamante).iSiano R > 0, v > 0 e

0 <~y < v — p tali che
J(@,8,8) 2 Vg, Js(x,s,8)s <vj(x,s,§)

g.0.in €, perogni s € RT e £ € RY e

js(x,8,6) =20 forevery s > R
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g.o. in e per ogni £ € RY IPer ogni fissato & € RY, I'equazione limite
—div (je(#, u, Du)) + jy(7,u, Du) + V(@)uP~ = f(u) in RN
ammette un'unica soluzione positiva (a meno di traslazioni).llnfine, supponiamo

j(mi,S,S):mij{lj(:c,s,§), i=1,....k seRT ¢cRY
rel\;

Teorema 10. Esiste ¢ > 0 tale che, per ogni ¢ € (0,g9), esistono u. in
Wy (©2) N Cllo’f () e k punti z. ; € A; che soddisfano le seguenti proprieta.

(a) u. € una soluzione del problema

2

—ePdiv (je(z,u, Du)) + ePjs(x, u, Du) + V(z)uP~t = f(u) in
< u>0 in Q)
u =0 on 0} ;

\
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(b) esistono o,0’ €]0,+0o0[ tali che per ognii=1,... k si ha

Ue(Te i) =supue, o < uc(xe;) <o, lin% dist(x. ;, #;) = 0;
A, e—

(c) per ognir < min{dist(.;, #;): i # j} si ha

lim ||uel| " =0;
€—

0 LO@(Q\,U1 Br(xc;))

1=

(d) risulta liII(l) |wellwy, = 0.
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Sia F': Q x RY — R una funzione C'*-Carathéodory con F'(x,-) convessa e sia
1 < p < co. Supponiamo che esistano ag € LY(2), a; € LP () e b,d > 0 tali che

di§P — ap(z) < F(x,§) < ap(x) + bl§|P,

[DeF(2,€)] < ai(@) +bg[P

Sia wy, — w in LP(Q; RY) con

/Q F(z,wy) dz — /Q F(z,w)dz.

Allora
F(z,wg) — F(z,w) in LY (Q),

DeF(2,wy) — DeF(z,w) in L' (Q; RN
wi|P < 1) per qualche ¥ € L1(Q).

Inoltre, a meno di una sottosuccessione,
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