Permutazioni

1 Introduzione

Unapermutazione suuninsiemedi n elementi (di solito{1, 2, ..., n}) eunafunzionebiiettiva
dall'insiemein sé. In parolepovere, € unaregola che a ogni elementodell’insieme,detto
lettera, ne associaun altro (eventuamentel’elementostesso)n manierache a due lettere
diversenonvenga maiassociatda stessdettera.Le permutazbni vengoro descrittein forma
espliciaelencamdosuduerighele lettere(in ordine)e le lettereloro associate:

1234
1)
3124
In questocaso,alla letteral vieneassociatda lettera3, alla lettera 2 la lettera 1 e cosivia.

Notatechela lettera 4 viene associata sestessa.Le condizioniche abbiamodatofannosi
chela secondaiga debbaconteneresololetteredistinte.

Un mododi pensareinapermutaione e sottoformadi “spostamento”essandicacomeuna
disposzioneordinatadi oggettideve esserespcstata Peresempioseconsideriamda lista

cabd

possamoapplicate la permutamne(1): il carattere di postol andraal terzo postoe cosivia.
La nuovalistarisultanteé
abcd

La permutaziond€l) e quind quellacheordina la lista data. Torneremapiu avanti suquesto
conceto.

Le permutamni posonoesserecomposte. Date due permutamoni sullo stessonumerodi
letterepossiamaioé es@uirle in sequenzall risultat € ancoraunapermutazioneEsisteuna
permutaionechenonspatanulla:

123 ...n

123 ... n
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essaé dettala permutazione identica, e puo essereeffettuataprima o dopo qualunge al-
tra permutamne senzaalterareil risultato. Infine, dataunapermutaione ne esisteun’altra,
I'inversa, cheesguelo scambic‘opposto”: perottenerd’in versadi unapermutaziondasta
scambiarda primae la secondaiga e riordinarela prima. Peresempioperottenee I'in versa
di (1) operiamocomesegue:

1234 3124 1234
= = 2
3124 1234 2314
E facile dimostrareche se componiamo(in qualunqueordine) una permutaione e la sua
inversaotteniano la permutazbneidentica.

2 Cicli

Unarappresentaoneimportantee molto compattadi unapermutaione e in formadi cicli.
Un ciclo é unalista di indici fra parentesig corveniamocherappresentia permutazoneche
associa ogniindice nel ciclo quellosuccessio. Ad esempiojl ciclo

(1235

rappresentéa permutaimne chemandal in 2, 2 in 3 ecosiviafinoa5 in 1. Duecicli sono
digiunti senonhannoletterein comune.Peresempio(123) e (45) sonodisgiunti,ma (123
e (124 no. Perscriverela composizionali permutazionrappresentatdacicli, bastascrivere
i cicli di seguito.

Non é difficile calmlarela permutamne risultanteda unacomposizioneali cicli: basta,per
ognilettera,“seguireil suodestino”lungoi vari cicli. Peresempio,

12345)

3)

(123(139(24) = <4 5321

Comeabbiamdfattoil conto?Cominciamodal: il primo ciclo mandal in 2, il secondaon
toccail 2, il terzo manda2 in 4: concludiamaochei tre cicli mandanal in 4. 1l primo ciclo
manda2 in 3,il second@in 5, eil terzo nontoccab: concludiamachei tre cicli mandan@ in
cinque,e cosivia. Notatecheallafine del contoc’e un controllodi coeranzamolto semplice:
tutti i numerinellasecondaiga devonoesseralistinti.

Un teorenamolto importantesulle permutamni dice quantosegue.

Teorema 1 Ogni permutamne si puo scrivere comeunacomposizionedi cicli disgiuntiin
modounicoa menodell’ordinedeicicli stessi.
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Comefarea ottenereunarappresentaanein cicli di unapermutamne?Basta‘seguire” una
letteraqualunqudino atrovareun ciclo: peresempiojn (1) abbiamochel vain 3,3 vain 2
e 2vain 1; quindiil primo ciclo chetroviamoeé (123). A questopuntononci rimane che4,
cheperovain sé,e formereéobein ciclo di lunghezzadl. | cicli di lunghezzdl percorvenzione
nonsi scrivono, e quindila permutamone (1) si scrive (123).

Vediamoun esempiaun po’ piu complicdo:

(12345

2543 1) — (12543

Anche la permutazbne (3) ha unarappresentaane in cicli digiunti: (1425. E un buon
eserczio scrivere un programmeache dataunapermutamne ne scrive la rappresentamnein
cicli.

Dato un ciclo di lunghezzan, € possibile spezzarlan cicli piu corti, incrementandola lun-
ghezzacomplessia. Peresempio,(123) = (12)(13). In generalese avete un ciclo della
forma (i1iz...ix) potetesemprescriverlo come (iqiz...1j)(i1ij4+1ij4+2...1k) (conj < K).
Questgprocesspuoesserespintofino acicli di lunghezza due:

(i1ip...1k) = (i1i2)(i1i3)(i1l4) ... (i1ik).

3 Generazionedi permutazioni casuali

La generaionedi permutaioni casualie importanteperla generaionedi input significatii.
Inoltre, a volte permutae a casoi datiin input puo servireperridurre la probabilitacheuna
cattivaconfigurazioneleidatifaaciacomportaranalel’algoritmo (il casatipico € la sceltadei
pivot nel Quicksort).La rappresentdaonepiu immediataperunapermutazione un vettoreil
cuii-esimoelemeanto conten@ la letteraassociatai .

Pergenerarainapermutazonesun elementiin tempolineare si puousareil sgguentecodice
C:

for(i=0; i<n; i++) p[i] =i;
for(i=n-1; i>0; i--)

swapi nt (&[i], &p[(int)((rand()/ (1. 0+RAND MAX))*(i+1))]);
o il sgguentecodicePascal:

FORi:=1 TOn DO p[i] :=1i;
FOR i:=n DOWTO 2 DO swapint(p[i], p[rand(i+1)]);
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Abbiamoassuntahe p siaun vettoredi lunghezzan, e chela funzioneswapi nt scambiil
contenutadellevariabili chele sonopassate.

Comefunzionail codice?Descrviamoil comportamentdel codicePascal.Quellodelcodice
C e simile, moduloil fattochegli indici cominciano dazeroe chedobbiamaofareun po’ piu
di lavoro perottenereun interocasualéendistribuito.

In primaistanzajl vettorep contiene

1)[2][3]l4] ... [n]

A questgountoscandiamal vettoredadestraversosinistraconl’i ndicei. Ognivoltacerdia-
mo uninterok compresdra l ei (inclusi), e scambiamal contenutadell’k-esimoelemento
delvettoreconl’i-esimo.Quale I'effetto?

In pratica stiamocostruendda permutamne decidendogualeletteraassociarea n, quindi
gualeletteraassociar@n — 1 e cosivia. A ogni passoa sinistradell’elementodi posizione
i ci sonotutte le letterechenonabbiamoancorascelto,e tra questesceagliamo chi associare
allaletterai. Al primo passaceagliamouniformementdragli interidal an 'immaginedin.
Quandoscambiama dueelementi,lascamonel pogo n I'output correto (I'i mmaginedi n)
e al tempostessdasciano asinistradi n le letterechepos®noancoraesseresceltiperessere
associatan — 1, e cosivia.

Peresempiofissiamon = 6 e supmniamodi scambiard’elementodi posto6 con quello
(scelb acaso)di posto2. Il risultatosarebbe

1][s][3][4][5][2]

A questopunto abbiamosceltola lettera da associarea 6, e cioe 2. Al passosuccessio,
scgliamo a casotra i cinque elemanti piu a sinistrala lettera da associarealla lettera 5,

diciamoil primo:
15/[6][3][4][1][2]

Notatechei primi quattroelementi contengondin mododisordinatonanonimportaperché
tantoli scgyliamoacaso)le letterechepossamoassociar@a 4. Se,peresempioscealiamola

secondaarriviamo a
5][4](3][6][1][2]

E cosivia. Alla fine dell’algoritmo abbiamosceltounapermutamne in modo uniformee
indipendente.



4 Comericavare permutazioni da ordinamenti

A volte e utile ricavare daun vettorenonordinatov la permutamne che,applicat al vettore
stesso)o ordinerebbe.Perottenerequestorisultato bastaapplicae un qualunquealgoritmo
di ordinamenta un vettorefittizio p riempito inizialmentecongli indici 0,1,...,n — 1 (0 1,
2,...,nsevoletepartiredal). L'algoritmo di ordinamentorienea questopuntoapplicab al
vettorep, mai confrontitra I'elementodi postoi e quellodi pogo j nonvengonoeffettuati
confrontandop[i] ep[]], mapiuttostov[p[i]] ev[p[j]]- In questomodo,alla
fine dell’algoritmo avremoun vettorecherappresentda permutazoneinversa di quellache
ordinerebbev: infatti, p[ i ] conterral'indice dell’elementochefinirebbeal postoi dopo
I'ordinamento.Perottenerda permutamneinversadi unadatabastaun ciclo—in C,

for(i=0; i<n; i++) q[p[i]l] =1i;
ein Pascal
FORi:=1 TOn DO q[p[i]] :=1i;

dove p e sonovettoridi interi di lunghezzan, e q, allafine delciclo, contiend’inversodella
permutainerappresenta dap.



