
Permutazioni

1 Introduzione

Unapermutazione suuninsiemedi n elementi (di solito
�
1 � 2 ��������� n � ) èunafunzionebiiettiva

dall’i nsiemein sé. In parolepovere,è una regola chea ogni elementodell’i nsieme,detto
lettera, ne associaun altro (eventualmentel’elementostesso)in manierache a due lettere
diversenonvengamai associatala stessalettera.Le permutazioni vengono descrittein forma
esplicitaelencandosuduerighele lettere(in ordine)e le lettereloro associate:

1 2 3 4

3 1 2 4
(1)

In questocaso,alla lettera1 vieneassociatola lettera3, alla lettera 2 la lettera 1 e cosìvia.
Notatechela lettera 4 vieneassociataa sestessa.Le condizionicheabbiamodatofannosì
chela secondarigadebbaconteneresololetteredistinte.

Un mododi pensareunapermutazioneè sottoformadi “spostamento”:essaindicacomeuna
disposizioneordinatadi oggettideveesserespostata. Peresempio,seconsideriamola lista

c a b d

possiamoapplicarle la permutazione(1): il caratteredi posto1 andràal terzo postoecosìvia.
La nuova lista risultanteè

a b c d

La permutazione(1) è quindi quellacheordina la lista data.Torneremopiù avanti suquesto
concetto.

Le permutazioni possonoesserecomposte. Date due permutazioni sullo stessonumerodi
letterepossiamocioèeseguirle in sequenza.Il risultato èancoraunapermutazione.Esisteuna
permutazionechenonspostanulla:

1 2 3 ����� n

1 2 3 ����� n

1



essaè detta la permutazione identica, e può essereeffettuataprima o dopo qualunque al-
tra permutazionesenzaalterareil risultato. Infine, dataunapermutazioneneesisteun’altra,
l’ inversa, cheeseguelo scambio“opposto”: perottenerel’inversadi unapermutazionebasta
scambiarela primae la secondarigaeriordinarela prima.Peresempio,perottenere l’inversa
di (1) operiamocomesegue:

1 2 3 4

3 1 2 4
� 3 1 2 4

1 2 3 4
� 1 2 3 4

2 3 1 4
(2)

È facile dimostrareche se componiamo(in qualunqueordine) una permutazione e la sua
inversaotteniamo la permutazioneidentica.

2 Cicli

Unarappresentazioneimportantee molto compattadi unapermutazioneè in forma di cicli.
Un ciclo è unalista di indici fra parentesi,e conveniamocherappresentila permutazioneche
associaa ogni indicenel ciclo quellosuccessivo. Ad esempio,il ciclo

�
1235	

rappresentala permutazionechemanda1 in 2, 2 in 3 e cosìvia fino a 5 in 1. Duecicli sono
digiunti senonhannoletterein comune.Peresempio,

�
123	 e

�
45	 sonodisgiunti,ma

�
123	

e
�
124	 no. Perscriverela composizionedi permutazionirappresentatedacicli, bastascrivere

i cicli di seguito.

Non è difficile calcolarela permutazione risultanteda unacomposizionedi cicli: basta,per
ogni lettera,“seguireil suodestino”lungoi vari cicli. Peresempio,

�
123	 � 135	 � 24	�
 1 2 3 4 5

4 5 3 2 1
� (3)

Comeabbiamofattoil conto?Cominciamoda1: il primo ciclo manda1 in 2, il secondonon
toccail 2, il terzo manda2 in 4: concludiamochei tre cicli mandano1 in 4. Il primo ciclo
manda2 in 3, il secondo3 in 5,eil terzo nontocca5: concludiamochei trecicli mandano2 in
cinque,ecosìvia. Notatecheallafinedel contoc’è uncontrollodi coerenzamoltosemplice:
tutti i numerinellasecondariga devonoesseredistinti.

Un teoremamolto importantesullepermutazioni dicequantosegue.

Teorema 1 Ogni permutazione si può scriverecomeunacomposizionedi cicli disgiunti in
modounicoa menodell’ordinedei cicli stessi.
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Comefarea ottenereunarappresentazionein cicli di unapermutazione?Basta“seguire” una
letteraqualunquefino a trovareun ciclo: peresempio,in (1) abbiamoche1 va in 3, 3 va in 2
e 2 va in 1; quindi il primo ciclo chetroviamoè

�
123	 . A questopuntononci rimaneche4,

cheperòva in sé,e formerebbein ciclo di lunghezza1. I cicli di lunghezza1 perconvenzione
nonsi scrivono,e quindi la permutazione(1) si scrive

�
123	 .

Vediamounesempiounpo’ più complicato:

1 2 3 4 5

2 5 4 3 1
� �

125	 � 43	

Anche la permutazione (3) ha una rappresentazione in cicli digiunti:
�
1425	 . È un buon

esercizio scrivere un programmachedataunapermutazionenescrive la rappresentazionein
cicli.

Dato un ciclo di lunghezzan, è possibile spezzarloin cicli più corti, incrementandola lun-
ghezzacomplessiva. Peresempio,

�
123	�
 �

12	 � 13	 . In generale,seaveteun ciclo della
forma

�
i1i2 ����� ik 	 potetesemprescriverlo come

�
i1i2 ����� i j 	

�
i1i j  1i j  2 ����� ik 	 (con j � k).

Questoprocessopuòesserespintofino acicli di lunghezzadue:
�
i1i2 ����� ik 	�


�
i1i2	

�
i1i3 	

�
i1i4	������

�
i1ik 	��

3 Generazione di permutazioni casuali

La generazionedi permutazioni casualiè importanteperla generazionedi input significativi.
Inoltre, a volte permutare a casoi dati in input puòservireper ridurre la probabilitàcheuna
cattivaconfigurazionedeidati facciacomportaremalel’algoritmo(il casotipico èla sceltadei
pivot nelQuicksort).La rappresentazionepiù immediataperunapermutazioneèunvettoreil
cui i -esimoelementocontenga la letteraassociataa i .

Pergenerareunapermutazionesun elementiin tempolineare si puòusareil seguentecodice
C:

for(i=0; i<n; i++) p[i] = i;
for(i=n-1; i>0; i--)

swapint(&p[i], &p[(int)((rand()/(1.0+RAND_MAX))*(i+1))]);

o il seguentecodicePascal:

FOR i:=1 TO n DO p[i] := i;
FOR i:=n DOWNTO 2 DO swapint(p[i], p[rand(i+1)]);
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Abbiamoassuntoche p siaun vettoredi lunghezzan, e chela funzioneswapint scambiil
contenutodellevariabili chele sonopassate.

Comefunzionail codice?Descriviamoil comportamentodelcodicePascal.Quellodelcodice
C è simile, moduloil fattochegli indici cominciano dazeroe chedobbiamofareun po’ più
di lavoroperottenereun interocasualebendistribuito.

In primaistanza,il vettorep contiene

1 2 3 4 ����� n

A questopuntoscandiamoil vettoredadestraversosinistraconl’i ndicei . Ognivoltacerchia-
mo un interok compresotra 1 e i (inclusi), e scambiamoil contenutodell’k-esimoelemento
del vettoreconl’ i -esimo.Qualè l’effetto?

In pratica stiamocostruendola permutazione decidendoqualeletteraassociarea n, quindi
qualeletteraassociarea n � 1 e cosìvia. A ogni passo, a sinistradell’elementodi posizione
i ci sonotutte le letterechenonabbiamoancorascelto,e tra questescegliamochi associare
alla letterai . Al primopassoscegliamouniformementetragli interi da1 an l’immaginedi n.
Quandoscambiamoi dueelementi, lasciamonel posto n l’output corretto (l’i mmaginedi n)
eal tempostessolasciamoasinistradi n le letterechepossonoancoraesseresceltiperessere
associatia n � 1, e cosìvia.

Peresempio,fissiamon 
 6 e supponiamodi scambiarel’elementodi posto6 con quello
(scelto acaso)di posto2. Il risultatosarebbe

1 6 3 4 5 2

A questopunto abbiamosceltola lettera da associarea 6, e cioè 2. Al passosuccessivo,
scegliamo a casotra i cinqueelementi più a sinistra la lettera da associarealla lettera 5,
diciamoil primo:

5 6 3 4 1 2

Notatechei primi quattroelementi contengono(in mododisordinato,manonimportaperché
tantoli scegliamoacaso)le letterechepossiamoassociarea4. Se,peresempio,scegliamo la
seconda,arriviamoa

5 4 3 6 1 2

E cosìvia. Alla fine dell’algoritmoabbiamosceltounapermutazione in modouniformee
indipendente.
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4 Come ricavare permutazioni da ordinamenti

A volte è utile ricavare daunvettorenonordinatov la permutazioneche,applicata al vettore
stesso,lo ordinerebbe.Perottenerequestorisultatobastaapplicare un qualunquealgoritmo
di ordinamentoa unvettorefittizio p riempito inizialmentecongli indici 0, 1,.. . , n � 1 (o 1,
2, . . . , n sevoletepartireda1). L’algoritmo di ordinamentovienea questopuntoapplicato al
vettorep, ma i confronti tra l’elementodi postoi e quellodi posto j nonvengonoeffettuati
confrontandop[i] e p[j], ma piuttostov[p[i]] e v[p[j]]. In questomodo, alla
fine dell’algoritmo avremoun vettorecherappresentala permutazioneinversa di quellache
ordinerebbev: infatti, p[i] conterràl’indice dell’elementochefinirebbeal postoi dopo
l’ordinamento.Perottenerela permutazioneinversadi unadatabastaunciclo—in C,

for(i=0; i<n; i++) q[p[i]] = i;

e in Pascal

FOR i:=1 TO n DO q[p[i]] := i;

dovep eq sonovettoridi interi di lunghezzan, eq, allafinedelciclo, contienel’inversodella
permutazionerappresentata dap.
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