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1 Intr oduzione

La programmaziondinamicag unatecnicaalgoritmicacheconsentali affrontareproblemiapparentemente
intrattabili (cioé dotatidi un’apparenteomplessi esponenziale).

Percapireil meccanimo dietro alla programmaziong&inamica,possiamametterlaal confrontoconiil
divideetimper: in quest’ultimocasoun problemavienespezzéo in dueo piu sottoproblemig la soluzione
del problemaoriginale viene costruitaa partire dalle soluzioni dei sottoproblemi(ottenute,in genere,in
modaoricorsivo). Un classco esempiadi divide etimpera € il Quicksort:gli elementidellalistadaordinare
vengonadivisi in dueblocchi,quelli pit piccoli e quelli piti grandidi un pivot, e I'algoritmo vienechiamato
ricorsvamentesui dueblocchi.

Ci sonoper casiin cui il divide et imper non € applicabilepercte non sappiamocomeottenee i
sottopoblemi detto altrimenti, il problemanon contieneabbastanzatrutturada permetteredi decidere
comespezzdo in piu parti.

In questocasoentrain gioco la programmazionelinamica: si procedea calcolarele soluzionidi tutti
i sottoproblemipossibili, e a partire da sottosoluzionisi ricavano nuove sottosoluzionifino a risolvereil
problemaoriginale.

E difficile, senon impossibile,dareunadefinizionepiu specificadella programmazionéinamica.L’'a-
spettopiu complessamellacostruzioneli unalgoritmodi programmaziondinamicaeI'analisi dellastruttura
internadel problemag la suariduzionea sottoproblemiQuestadasee molto delicata percte unafrantuma-
zioneeccessiapuod condurreaun numeradi sottoproblemiroppogrande mad’altra partesenzaun numero
sufiicientedi sottosoluzionnonsa possibilericostruirequelladesiderata.

Unavoltafattaquestaanalisi,vienecostruitaunatabellachecontienein ogni suoelementainasottoso-
luzione(o i datisufiicienti aricostruirla). Unavolta chela tabellae riempita,e facile desumeréa soluzione
del problemaoriginale.

2 Un primo esempio

Un primo esempid(il pit semplicepossibile,in effetti) che dovrebberisultare chiarificantee il problema
dello zaind". Abbiamo uno zaino cheregge un pesoP, e un insiemeT di tipi di oggetti. A ogni tipo
t € T corrispondonain pesop(t) e un valorev(t), entrambiinteri positivi. Vogliamoriempirelo zaino
nonsuperandd® conil pesocomplessio degli oggetti,maallo stessdempomassimizzadola sommadei
valori deggli oggettinello zaino.Perognitipo e disponibileunafornituraillimitata di oggetti.

E chiarochein lineadi principio potremmoprovarea enumerareutti gli insiemidi oggettichestanno
nello zaino,e cercarequelloconvaloremassimo Seper i tipi sonomolti, e la capacia dello zainogrande,
il numerodi soluzionidaesaminar@iventaimproponibile.

Ci accogiamope dellaseguente relazionetra unasoluzionedel nostroproblemag la soluzionedello
stess problemaper uno zaino piu piccolo (cioe menoresistente):se ho unasoluzioneottima (ciog il cui
valore € massimotra tutte le soluzioni possibili) per uno zaino cheregge P, e tolgo dalla soluzioneun
oggettoqualsiasidi tipo t, ottengounasoluzioneottimaperuno zainocheregge P — p(t). Infatti, seper

1in real®, questad unaversionesemplificatadall'assunzioe chela fornitura di oggetti siaillimitata.



assurdesistessunasoluzionemigliore conpesoinferiorea P — p(t), potreiaggiungerleun oggettodi tipo
t e ottenerecod unasoluzionemigliore peril problemaoriginale(il cheé impossibile,avendoassuntache
la soluzionefosseottima).

Questosignifica che se conosciamda soluzioneottima per uno zaino di pesoQ, possiamoottenere
nuove soluzioniperzaini di grandezzauperioreaggiungendan oggettodi tipo t, perognitipot in T. In
particolare seho unasoluzionedi valore V perunozainodi pesoQ, alloraso cheesisteunasoluzionedi
valoreV + v(t) perunozainodi pesoP + p(t), perognit in T. Tutte le soluzioniottimesi ottengonan
guestamodo.

Possiamauindirisolvereil nostroproblemacomesegue: consideriamaun vettores checontienenella
posiziond il valoredi unasoluzioneottimaperunozainodi pesoi, con0 < i < P. Chiaramenteall'inizio
s = 0 (la soluzioneottima peruno zainochenon pud conteneraniente). Adessoesaminiamali elementi
di s apartireda 0. Sestiamoesaminandd’elementodi indicei, possiamoassumerehes; conteng il
valoredellasoluzioneottima. A questopuntopossiamacostruirenuove soluzioniprovandoad aggiungere
un oggettodi ognitipo alla soluzionecorrente(tantogli oggettisonodisponibiliin quantig& arbitraria),e per
ogninuovasottosoluzion@andiamaaregistrareil risultatonelvettores (chiaramentaolosemigliorai valori
trovati sinora).

Peresempiosupponiamali averetre tipi di oggetti,conpesoe valoredati nellafigural. Lo zainodato

| Tipo | Peso| Valore |

1 5 2
2 3 3
3 7 8

Figural: Tipi di oggetticonrelativi pesie valori.

haP = 20. All'inizio, il vettores is presenta&omesegue:
[0 T[] 2[3[ 4[5 6] 7] 8] 9] 0] 11| 12| 13| 14 15] 16 17 [ 18] 19 [ 20|
[o0JofofoJoJoJoJofofJo] ofwea] 0] of of of 0of of of 0 0]
Al primo passoscandiamda soluzionedi posto0, e aggiungiamaun oggettodeitre tipi possibili. Le nuove
soluzioni che otteniamovanno sostituitea quelle vecdie solo se sonomigliori (in questocasosuccede
sempre):

[0 T[] 2[3[4[ 5[ 6] 7[ 8] 9] 10 11 12 13| 14 15[ 16 17 [ 18] 19 [ 20|
[oJofofsfoJa2Jof[s8foJo] of of of of of of of of of 0 0]
Notatecheabbiamaanchepropagatoil valoreottimodallaposizioned allaposizionel, datochesepossiamo
otteneraun certovaloreconunozainochereggei lo possiamattenereancheconunozainochereggei + 1.

Passiano oraa scandirda soluzionedi postol; arriviamocod a

[0 1] 23] 4[5 6] 7[ 8] 9[ 10 11] 12 13[ 14 1

[0Jofof[3[3]2]2[8[8[0] of o] o] of o©
e quindi, scandendda soluzionedi posto2, a

[0 T[2[3[ 4[5 6] 7 8[ 9] 10 11 12 13| 14 15[ 16 17 ] 18] 19 ] 20|

[oJofof3[3]3]2[8[8[8] of of o] of of o of of o] 0o 0]
L'ultimo passaggigresentaalcunifenomenidegni di nota: innanzitutto,la soluzioneottimaperil peso2
non e statapropagtasul peso3, datocheve ne eragia unamigliore. In secondduogo, abbiamaosostituito
la soluzioneottimaperunozainodi capacia 5, cheé cos passtada2 a 3.

Le coseoracomincianaafarsiinteressantiScandenddta posizionedi posto3 andiamanfatti acostruire
soluzioniconpiu di unoggetto,ottenendo

[0 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7[ 8] 9] 10 11 [ 12| 13 [ 14 15[ 16 17 [ 18] 19 [ 20

(oJofof[3[3]3][e6[8[8]8]1[ of of of of o of of o] 0o 0]
Peresempiogci siamoaccorticheé meglio metteredue elementicon peso3 chenonunodi peso5 in uno
zainodab.

E facilea questopuntocompletarda tabella:bastacontinuarda scan®nefino ariempirel’elementodi
posto20.




2.1 Considerazionisul tempodi esecuzione

Percle la soluzionepropostadovrebbees®re meglio di unaricercaesaustia? In effetti, in generalenon &
meglio di unasoluzioneesautiva, mapuo esserlesse P e |T| nonsonotroppograndi. Infatti, il numerodi
aggiornamenteffettuatosullatabellae propriodell'ordinedi P|T]|.

Questeconsiderazionvannofattein generalequandosi cercadi affrontareun problematramite pro-
grammazionadinamica: bisognaaccertarscheil numerodi sottoproblemiche si vuole risolvere non sia
troppograndee che,comunqueil temponecesario allaloro soluzionenonsiatroppolungo.

3 Complichiamocila vita

L'esempiopropostoe particolarmentesemplicepercte e possibileridurreil problemamodificandoun solo
parametp (il pesotrasportabiledallo zaino). Andiamoa porreil problemain manieraeggermentaliversa,
e vediamocome,a prezzodi unasofisticazionanaggiore Ja programmazionéinamicapermettaancoradi
uscirneillesi.

Invecedi avereun insiemedi tipi di oggettidisponibili in quantif illimitata, abbiamoora un insieme
finito di oggetti E, ciascunodotatodi pesoe valore. Dobbiamonuovamenteriempirelo zainonel miglior
modopossibile.

Non possiam@ei piu utilizzarela riduzioneprecedenteinfatti, setolgo un oggettoe daunasoluzione
ottimaperunozainocheportaP, none dettoche quantorimanesia unasoluzioneottimaper unozainoche
porta P — p(e). Infatti, utilizzandoe potreiotteneraunasoluzionemigliore perquelpeso.e a questgounto
nonpotreiaggiungerlcmuosamenteia dimostraziongerassurdanonfunzionapiu.

Dobbiamoquindi trovareun modopit furbo di ridurreil problemae, in questocaso,nonc’e altromodo
di farlo senonriducendolorispettoa dueparametri Consideriamain ordinearbitrariodegli m oggettiche
formanoE; abbiamoquindiunalistae;, ey,...,en. Vogliamotrovareil valoredi unasoluzioneottima per
tutti gli zainidi pesoinferiorea P e pertutti gli insiemidi oggetti ey, e,...,€j conj <m.

Supponiamadli avere infatti unasoluzioneottimadi valoreV peruno zainodi pesoP cheutilizza gli
oggettie, e,...,€j. Ci sonoduepossibilita: o la lista utilizza I'ultim o0 oggettoe;j, oppureno. Nel primo
casosodi avereunasoluzioneottimadi valoreV — v(ej) perunozainodi pesoP — p(ej) usandda listadi
oggettiey, e,...,€j_1; nelsecondosodi avereunasoluzioneottimaperuno zainodi pesoP conla listadi
oggettie, e,...,€j_1. In ogni caso,unodei parametrichedefiniscel sottoproblemaieneridotto.

E chiarochea questopunto un vettorenon sa@ sufficiente: avremo bisognodi unamatrices j che
contienenellaposizionediindicii e j il valoredellasottosoluzionettimaperunozainodi pesa utilizzando
i primi j oggettidi E (chiaramenteQ <i < P e0 < j < m). Quandoavremoriempitotuttala tabella,la
posizionesp i contergla soluzioneottimadel problemaoriginale.

Chiaramentela primariga e la prima colonnasonoriempite con zeri: selo zainonon puo contenere
nulla, o non ci sonooggetti disponibili, il valore ottimo € zero. A questopunto scandiamacolonnaper
colonnala matrice,facendocrescerd’indice j. Perogniriga i, setroviamo unasoluzionedi valore v
propaghiamda soluzionenella colonnasuccesiva sullastesa riga convalorev (questocorrispondea non
utilizzare I'elemento j), e inoltre registriamol’esistenzadi unasoluzionedi valore v + v(gj) sullariga
i + p(ej) (purcle, naturalmente, + p(ej) < P).

In figura 2 vengonoelencaticinqueoggetticon relativo pesoe valoreé?. Vogliamoriempirein maniera
ottimaunozainocon P = 10. Cominciamaoconla nostramatriceinizializzatacomedescritto:

2Attenzione:nonsi trattapil di tipi di oggetti!



| Oggetto| Peso| Valore |
1 3 3

2 4
5 4
2 1
6 7

alhlwnN

Figura2: Oggetticonrelativi pesie valori.
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Scandiamarala colonna0, propagndole soluzioninella colonnal e aggiungendajuellerisultanti dal-
'aggiuntadell’elementol.:

| [oJ1]2[3]4]5]
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 3 0 0 0 0
4 0 3 0 0 0 0
5 0 3 0 0 0 0
6 0 3 0 0 0 0
7 0 3 0 0 0 0
8 0 3 0 0 0 0
9 0 3 0 0 0 0
10 0 3 0 0 0 0
Passiano oraall’elemento2:
| [O0J1I]2]3[4[5]
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 0 0 0
3 0 3 4 0 0 0
4 0 3 4 0 0 0
5 0 3 7 0 0 0
6 0 3 7 0 0 0
7 0 3 7 0 0 0
8 0 3 7 0 0 0
9 0 3 7 0 0 0
10 0 3 7 0 0 0

Come potetevedere,nelle soluzioni con pesoinferiore a 5 risulta pit corvenienteutilizzare il secondo
elementdtrai primi due).Continuiamo:
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Mancaancorail penultimooggetto..

\ [oJ1J2] 3] 4]5]
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 4 4 0
3 0 3 4 4 4 0
4 0 3 4 4 5 0
5 0 3 7 7 7 0
6 0 3 7 7 7 0
7 0 3 7 8 8 0
8 0 3 7 8 8 0
9 0 3 7 8 9 0
10 0 3 7 11 11 0
...einfinel'ultimo:
| [oJiJ2] 3] 4] 5]
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 4 4 4
3 0 3 4 4 4 4
4 0 3 4 4 5 5
5 0 3 7 7 7 7
6 0 3 7 7 7 7
7 0 3 7 8 8 8
8 0 3 7 8 8 11
9 0 3 7 8 9 11
10 0 3 7 11 11 12

3.1 Considerazionisul tempodi esecuzione

Questasoluzioneichiedeunadiscretaquantifidi memoria(ordinedi Pminteri), eordinedi Pm operazioni.
Di nuovo, purcte P e m nonsianotroppograndi,il temporichiestoé enormement@feriore atentarei 2™
sottoinsiemidi oggettipossibili.

In real, guardanddoenel’algoritmo & chiarocheperriempirela colonnadi indice j ci occorronosolo
dati contenutinellacolonnadi indice j — 1: possiamayuindiimplementaréd'algoritmo utilizzandounasola
colonng datocheaggiorniamasempredati surighedi indice superiorea quellascandita.

4 Ricostruirele soluzioni

Fin qui tutto bene:macosaaccadrebbseil problemapostoci richiedessali emettee la soluzioneottima,
anzicte semplicementealcolarnel valore?

In generalenon & dettochetrovareil valoredi unasoluzioneottima siafacile quantotrovare effettiva-
mentela soluzione.Spessa@ per possibileteneretracciaincrementalmentécioé ogni volta chesi risolve
un nuovo sottoproblemayi un frammentodi informazioneche permettepoi di ricostruirela soluzione. A
volte la soluzionee addiritturadesumibiledallatabelladei valori ottimi dei sottoproblemi.

Questoe, ad esempio|l casodi zaino: seinfatti scandiamauinariga della tabellada destraa sinistra,
troveremounavariazionein valorein presenzali inserimentidi nuovi oggetti. Attenzionepero: quandonon
€ presentsessunaariazionequestonon significachel’oggettononvengincluso,percte potrebbevenire
inclusoin unasottosoluzion&acui poi vienecostruitaguellacorrente.

Quindi, perricostruirecorrettamentéa soluzioneottimaoccorrenizialmentescandiraladestraasinistra
l'ultima riga. Troviamo la prima variazionetra la colonna4 e la colonna5, quindi 'oggetto 5 fa parte
della soluzione,che viene a questopunto ridotta alla soluzionedel problemache utilizza i primi quattro
oggettie pesol0 — p(5) = 4. Continuiamoquindi sullariga 4, dove troviamo immediatamentein’altra
variazione;quindi, anchel'oggetto 4 viene utilizzato, e la sottosoluzionada esaminare ora quellaperil
peso4 — p(4) = 3 cheutilizzai primi tre oggetti. Vediamochenon c’e variazionetra la colonna2 e la
colonna3, quindil'oggetto 3 nonvieneusato:continuiamaosullastesariga, e scopriamaunavariazionetra
la colonnal e la colonna2, quindil’oggetto 2 e statoutilizzato. Concludiamasullariga3 — p(2) = 1, dove
troviamounozero.Concludiamachela soluzioneottimautilizza gli oggetti2, 4 e 5.



In altri casiunaquantit pit 0 menograndedi informazionedeve esserenantenuta parte;eil casoad
esempiodel problema‘ll negoziodi fiori”, dellelOl 1999.

5 Palindrome

Armati dellaconoscenzacquisitaproviamoarisolvereil seguenteproblemapropostaalle IOl 2000: data
unastringa di al piu 5000 caratteri,qual € il numerominimo di carattericheoccorreinserireper renderla
palindroma?

Denotiamocon f(s) il minimo numerodi caratteriche rendes palindroma,e notiamole seguenti
propriet:

1. f(asa) = f(s)
2. f(ash) =min{ f(as)+ 1, f(sh) + 1}

Vale a dire: sei duecaratteriall'estremiti della stringa sonoidentici, possiamascartarlie semplicemente
cercaredi renderepalindromain modoottimalla stringa rimanente.Seinvecei caratteriall’estremiti della
stringa sonodiversi, possiamocercaredi renderepalindromele stringherisultanti dalla cancellazionedi
unadelle estremid, aggiungerel al numerodi caratterinecesari (dal momentochedobbiamoreinserireil
caratterecancellatok prenderal risultatomigliore. Questgroprie haunadimostrazionelecisamentaon
banalemae ragioneole pensarehepossdunzionare.

Ora, tutto questopuzzadi programmazionéinamica:infatti, percalcolaref (s) bastaconoscee f (s)
per qualunquesottostring’* s’ di s di lunghezzd — 1 ol — 2, dovel &la lunghezzali s. Quindi un modo
di affrontareil problemae quellodi calcolaref sututte le sottostringheali s, definite a partire dallaloro
posizionenizialei e dallaloro lunghezzaj (chiaramentaontuttele coppiedi indicii e j sonovalide).

Apparentementgjuestasceltaci ponedi fronte a un problemainsormontabile:la matricerisultante
sarebbecompostada 5000 x 5000interi. Ciononostanteguardandgiu da vicino si pud notareche per
riempirelariga j ci occorroncsoloi datipresentisullerighe j — 1 e j — 2. Quindi, seancheémmaginiamo
I'algoritmo suunamatrice5000 x 5000, potremopoi implementarlocon soli tre vettori da 5000 elementi
utilizzati in manieracircolare.

A questopunto,il codicecherisolveil problemaperquantosurrealmenteorto, € (moduloinizializza-
zione,letturadeifile ecc.):

for(j=2; j<=N, j++)
for(i=0; i<=N-j; i++) {
if (parola[i] == parolal[i+j-1]) ott[(j+2)%B][i] = ott[j9B][i +1];
else ott[(j+2)9B][i] = 1+mn(ott[(j+1)9B][i], ott[(j+1)uB][i+1])

}

Qui N & la lunghezzadella stringa in input, contenutain par ol a, e la matriceot t contienetre righe
da 5000 elementiutilizzate circolarmente.Notateche le prime duerighe della matricesonoinizializzate
automaticamentelatocheunaparoladi lunghezzanferioreadueée semprepalindroma.

6 Un esempioparticolarmente difficile

Descrviamo orai meccanismii programmazioneinamicaalla basedella soluzionedi “Una strisciadi
terra”, propostoalle 101 1999. In questocasola soluzionedel problemae veramentaliabolica,percte la
parte dinamicanon consistenella costruzionedelle sottosoluzioniottime, bens nella costruzionedi una
matricedi informazionidacui si ottieneperesameesautivo I'insiemedelle sottosoluzionbttime.

3Unastringa & palindromaseeé ugualealla suatraspostacioe se¢ la stessae letta da sinistrae destrao da destraa sinistra: per
esempio;alla” e“ara” sonopalindrorre.
4Con“sottostringa" intendiamoqui unasottosequenzdi carattericonsecutii in s.



Il problemae prestospiggato: aveteadisposizioneinastrisciadi terradi dimensionimassimeZ00x 700,
evi vienefornitaun’altezzgperognicoppiadi coordinate Doveteindividuareun sottorettangolai ampiezza
al pit 100e di areamassiman cui la variazionetra la massimae la minimaaltezzag minoreo ugualea un
parametrdC, anch’essalatoin input. C € compresdra0 e 10.

Il fattocheil valoredi C siacos fortementdimitato fasubitopensarallaprogrammaziondinamicama
d’altra partela limitazionearbitrariasul’'ampiezzadellastrisciasuonamolto strana.ln effetti, un approccio
standardche cercadi definire sottoproblemiseguendoparametrinaturali (per esempio/a lunghezzeo la
larghezzalellasottosoluzioneg¢ destinat@fallire. Il problemaondamental&chenonsivedecomemettere
insiemedue sottosoluzioni,dato che le loro variazioniin altezza,sebbendimitate, unavolta combinate
potrebberceccedee il limite richiesto.

Quindi, utilizziamounapprocciaccomplemamentdiverso:scandiamdinput rigaperrigae manteniamo
in manieradinamicauna matrice M; 4 che dice, per ogni colonnai, qual & il numeromassimodi righe
di cui si puo salire mantenendda variazionein altezzacon I'elementodella riga correntenell’intervallo
[0—-d,C—-d],cond=0,1,...,C.

La matriceé gestibilein manieradinamicapercte a fronte di unanuovariga e sufiicientefarescorrere
la listadi C + 1 valori di M corrispondentia unacolonnadi un numerodi posti ugualealla differenza
tra I'altezzacorrentee quellaprecedentee riempireil restoconuni (lo scorrimentoe versol'alto o verso
il bas® a secondalel segno della differenza). Inserireun uno &€ semprepossibile,dato che significache
possiamautilizzaresolol'elementosullariga corrente.

Unavolta chela matriceé riempita,perognilarghezzd < 100 ¢ possibilestabilirela massimaaltezza
di unrettangolochesoddishi vincoli e stasopraallariga corrente Fissiamounacolonnai e unvaloredi d,
e supponiamaheil vettorea conteng le altezzedellariga corrente.Sappiamadi quantopossiamaal piu
salirenellacolonnai mantenendda variazionein [0 — d, C — d] andanda leggereM; 4. Poici spostiamo
sui — 1, andiamoavederda massimaascea possibileleggendoM; g+4 ;s (S€emprechenondebordiamo
da M) ela minizziamoconquellacorrente e cos via. Si noti chela condizioneimpostaimplica cheanche
gli elementinellacolonnai — 1 sarannccorretti,percte le loro altezzesarannmell’intervallo

[a_1—d+a-1—a&),a_1+C—-d+a_1—a)]=[a —d a+C—d]

esattamenteomequelli nellacolonnai. Ognivoltamassimizziamdiareadelrettangoloottenutoconquella
corrente.

Selindice d + a1 — g debordada M significachel'altezzadell’elementonella colonnai — 1 del-
la riga correntee gia al di fuori dell'intervallo possibiledi variazione,e quindi non & possibileestendere
ulteriormentel rettangolo.

Ricapitolando:costruiamoper ogni riga le sottosoluzioniottime che stannosopraalla riga stessa.Per
costruireincrementalmentée soluzioni,perd, aggiorniamain manieradinamicaunamatriceche contiene
informazionisullavariazionein altezzadi ogni colonna.A partiredaquestamatrice,le sottosoluzionsono
costruiteconun esameesaustio di tuttele possibilita compatibiliconla matricestesa.



