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1 Intr oduzione

La programmazionedinamicaèunatecnicaalgoritmicacheconsentedi affrontareproblemiapparentemente
intrattabili (cioè dotatidi un’apparentecomplessit̀aesponenziale).

Percapireil meccanismo dietro alla programmazionedinamica,possiamometterlaal confrontocon il
divideet impera: in quest’ultimocaso,unproblemavienespezzato in dueo più sottoproblemi,ela soluzione
del problemaoriginaleviene costruitaa partire dalle soluzionidei sottoproblemi(ottenute,in genere,in
modoricorsivo). Un classico esempiodi divideet impera è il Quicksort:gli elementidellalista daordinare
vengonodivisi in dueblocchi,quelli più piccoli equelli più grandidi unpivot, e l’algoritmo vienechiamato
ricorsivamentesuidueblocchi.

Ci sonoper̀o casi in cui il divide et impera non è applicabileperch́e non sappiamocomeottenere i
sottoproblemi: detto altrimenti, il problemanon contieneabbastanzastrutturada permetteredi decidere
comespezzarlo in più parti.

In questocasoentrain gioco la programmazionedinamica:si procedea calcolarele soluzionidi tutti
i sottoproblemipossibili, e a partireda sottosoluzionisi ricavanonuove sottosoluzioni,fino a risolvere il
problemaoriginale.

È difficile, senonimpossibile,dareunadefinizionepiù specificadellaprogrammazionedinamica.L’a-
spettopiù complessonellacostruzionedi unalgoritmodi programmazionedinamicaèl’analisi dellastruttura
internadelproblema,e la suariduzioneasottoproblemi.Questafaseèmoltodelicata,perch́eunafrantuma-
zioneeccessivapuò condurreaunnumerodi sottoproblemitroppogrande,mad’altrapartesenzaunnumero
sufficientedi sottosoluzioninonsar̀apossibilericostruirequelladesiderata.

Unavolta fattaquestaanalisi,vienecostruitaunatabellachecontienein ogni suoelementounasottoso-
luzione(o i dati sufficienti a ricostruirla).Unavolta chela tabellaè riempita,è faciledesumerela soluzione
delproblemaoriginale.

2 Un primo esempio

Un primo esempio(il più semplicepossibile,in effetti) chedovrebberisultarechiarificanteè il problema
dello zaino1. Abbiamo uno zaino che regge un pesoP, e un insiemeT di tipi di oggetti. A ogni tipo
t � T corrispondonoun pesop

�
t � e un valore � � t � , entrambiinteri positivi. Vogliamoriempire lo zaino

nonsuperandoP conil pesocomplessivo degli oggetti,maallo stessotempomassimizzandola sommadei
valori degli oggettinello zaino.Perogni tipo èdisponibileunafornituraillimitata di oggetti.

È chiarochein lineadi principio potremmoprovarea enumeraretutti gli insiemidi oggettichestanno
nello zaino,ecercarequelloconvaloremassimo.Seper̀o i tipi sonomolti, e la capacit̀adello zainogrande,
il numerodi soluzionidaesaminarediventaimproponibile.

Ci accorgiamoper̀o dellaseguenterelazionetra unasoluzionedel nostroproblema,e la soluzionedello
stesso problemaper uno zainopiù piccolo (cioè menoresistente):seho unasoluzioneottima (cioè il cui
valore è massimotra tutte le soluzioni possibili) per uno zaino che regge P, e tolgo dalla soluzioneun
oggettoqualsiasidi tipo t , ottengounasoluzioneottima perunozainocheregge P � p

�
t � . Infatti, seper

1In realt̀a,questàeunaversionesemplificatadall’assunzionechela fornituradi oggetti siaillimitata.
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assurdoesistesseunasoluzionemiglioreconpesoinferiorea P � p
�
t � , potreiaggiungerleunoggettodi tipo

t e ottenerecos̀ı unasoluzionemigliore per il problemaoriginale(il cheè impossibile,avendoassuntoche
la soluzionefosseottima).

Questosignifica che seconosciamola soluzioneottima per uno zaino di pesoQ, possiamoottenere
nuove soluzioniperzaini di grandezzasuperioreaggiungendoun oggettodi tipo t , perogni tipo t in T . In
particolare,seho unasoluzionedi valoreV perunozainodi pesoQ, allorasocheesisteunasoluzionedi
valoreV ��� � t � perunozainodi pesoP � p

�
t � , perogni t in T . Tutte le soluzioniottimesi ottengonoin

questomodo.
Possiamoquindi risolvereil nostroproblemacomesegue:consideriamoun vettores checontienenella

posizionei il valoredi unasoluzioneottimaperunozainodi pesoi , con0 � i � P. Chiaramenteall’inizio
s0 � 0 (la soluzioneottimaperunozainochenonpuò contenereniente).Adessoesaminiamogli elementi
di s a partireda 0. Sestiamoesaminandol’elementodi indice i , possiamoassumerechesi contenga il
valoredellasoluzioneottima. A questopuntopossiamocostruirenuove soluzioniprovandoadaggiungere
unoggettodi ogni tipo allasoluzionecorrente(tantogli oggettisonodisponibili in quantit̀aarbitraria),eper
ogninuovasottosoluzioneandiamoaregistrareil risultatonelvettores (chiaramentesolosemigliora i valori
trovati sinora).

Peresempio,supponiamodi averetre tipi di oggetti,conpesoe valoredati nellafigura1. Lo zainodato

Tipo Peso Valore

1 5 2
2 3 3
3 7 8

Figura1: Tipi di oggetticonrelativi pesievalori.

ha P � 20. All’inizio, il vettores is presentacomesegue:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Al primopasso,scandiamola soluzionedi posto0, eaggiungiamounoggettodei tre tipi possibili.Le nuove
soluzioni che otteniamovannosostituitea quelle vecchie solo se sonomigliori (in questocasosuccede
sempre):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 3 0 2 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Notatecheabbiamoanchepropagatoil valoreottimodallaposizione0 allaposizione1,datochesepossiamo
ottenereuncertovaloreconunozainochereggei lo possiamoottenereancheconunozainochereggei � 1.

Passiamo oraascandirela soluzionedi posto1; arriviamocos̀ı a
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 3 3 2 2 8 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

equindi,scandendola soluzionedi posto2, a
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 3 3 3 2 8 8 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

L’ultimo passaggiopresentaalcuni fenomenidegni di nota: innanzitutto,la soluzioneottima per il peso2
non è statapropagatasul peso3, datocheve neeragià unamigliore. In secondoluogo,abbiamosostituito
la soluzioneottimaperunozainodi capacit̀a5, cheècos̀ı passata da2 a3.

Le coseoracomincianoafarsiinteressanti.Scandendola posizionedi posto3 andiamoinfatti acostruire
soluzioniconpiù di unoggetto,ottenendo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 3 3 3 6 8 8 8 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Peresempio,ci siamoaccorticheè meglio metteredueelementiconpeso3 chenonunodi peso5 in uno
zainoda6.

È facileaquestopuntocompletarela tabella:bastacontinuarela scansionefino ariempirel’elementodi
posto20.
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2.1 Considerazionisul tempodi esecuzione

Perch́e la soluzionepropostadovrebbeesseremeglio di unaricercaesaustiva? In effetti, in generalenon è
meglio di unasoluzioneesaustiva, mapuò esserlose P e 	 T 	 nonsonotroppograndi. Infatti, il numerodi
aggiornamentieffettuatosullatabellaèpropriodell’ordinedi P 	 T 	 .

Questeconsiderazionivannofatte in generalequandosi cercadi affrontareun problematramitepro-
grammazionedinamica: bisognaaccertarsiche il numerodi sottoproblemichesi vuole risolverenon sia
troppograndeeche,comunque,il temponecessario alla loro soluzionenonsiatroppolungo.

3 Complichiamoci la vita

L’esempiopropostoè particolarmentesempliceperch́e è possibileridurre il problemamodificandoun solo
parametro (il pesotrasportabiledallo zaino).Andiamoa porreil problemain manieraleggermentediversa,
e vediamocome,a prezzodi unasofisticazionemaggiore,la programmazionedinamicapermettaancoradi
uscirneillesi.

Invecedi avereun insiemedi tipi di oggettidisponibili in quantit̀a illimitata, abbiamoora un insieme
finito di oggetti E, ciascunodotatodi pesoe valore. Dobbiamonuovamenteriempirelo zainonel miglior
modopossibile.

Nonpossiamoper̀o più utilizzarela riduzioneprecedente:infatti, setolgounoggettoe daunasoluzione
ottimaperunozainocheportaP, nonèdettochequantorimanesiaunasoluzioneottimaperunozainoche
porta P � p

�
e� . Infatti, utilizzandoe potreiottenereunasoluzionemigliore perquelpeso,e aquestopunto

nonpotreiaggiungerlonuovamente:la dimostrazioneperassurdononfunzionapiù.
Dobbiamoquindi trovareunmodopiù furbo di ridurreil problemae, in questocaso,nonc’è altromodo

di farlo senonriducendolorispettoa dueparametri. Consideriamoun ordinearbitrariodegli m oggettiche
formanoE; abbiamoquindi unalista e1, e2,. . . ,em. Vogliamotrovareil valoredi unasoluzioneottimaper
tutti gli zaini di pesoinferiorea P e per tutti gli insiemidi oggetti e1, e2,. . . , ej con j � m.

Supponiamodi avere infatti unasoluzioneottima di valoreV per uno zainodi pesoP cheutilizza gli
oggettie1, e2,. . . ,ej . Ci sonoduepossibilit̀a: o la lista utilizza l’ultim o oggettoej , oppureno. Nel primo
casosodi avereunasoluzioneottimadi valoreV �
� � ej � perunozainodi pesoP � p

�
ej � usandola listadi

oggettie1, e2,. . . ,ej � 1; nel secondo,sodi avereunasoluzioneottimaperunozainodi pesoP conla listadi
oggettie1, e2,. . . ,ej � 1. In ogni caso,unodeiparametrichedefinisceil sottoproblemavieneridotto.

È chiarochea questopunto un vettorenon sar̀a sufficiente: avremobisognodi unamatricesi � j che
contienenellaposizionedi indici i e j il valoredellasottosoluzioneottimaperunozainodi pesoi utilizzando
i primi j oggettidi E (chiaramente,0 � i � P e 0 � j � m). Quandoavremoriempito tutta la tabella,la
posizionesP� m conterr̀a la soluzioneottimadel problemaoriginale.

Chiaramente,la prima riga e la prima colonnasonoriempitecon zeri: selo zainonon può contenere
nulla, o non ci sonooggetti disponibili, il valoreottimo è zero. A questopuntoscandiamocolonnaper
colonnala matrice, facendocrescerel’indice j . Per ogni riga i , se troviamo una soluzionedi valore �
propaghiamola soluzionenellacolonnasuccessiva sullastessa riga convalore � (questocorrispondea non
utilizzare l’elemento j ), e inoltre registriamol’esistenzadi una soluzionedi valore �
��� � ej � sulla riga
i � p

�
ej � (purch́e,naturalmente,i � p

�
ej ��� P).

In figura2 vengonoelencaticinqueoggetticon relativo pesoe valore2. Vogliamoriempirein maniera
ottimaunozainocon P � 10. Cominciamoconla nostramatriceinizializzatacomedescritto:

2Attenzione:nonsi trattapiù di tipi di oggetti!
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Oggetto Peso Valore

1 3 3
2 2 4
3 5 4
4 2 1
5 6 7

Figura2: Oggetticonrelativi pesie valori.

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

Scandiamoora la colonna0, propagandole soluzioninella colonna1 e aggiungendoquellerisultanti dal-
l’aggiuntadell’elemento1:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 3 0 0 0 0
4 0 3 0 0 0 0
5 0 3 0 0 0 0
6 0 3 0 0 0 0
7 0 3 0 0 0 0
8 0 3 0 0 0 0
9 0 3 0 0 0 0

10 0 3 0 0 0 0

Passiamo oraall’elemento2:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 0 0 0
3 0 3 4 0 0 0
4 0 3 4 0 0 0
5 0 3 7 0 0 0
6 0 3 7 0 0 0
7 0 3 7 0 0 0
8 0 3 7 0 0 0
9 0 3 7 0 0 0

10 0 3 7 0 0 0

Comepotetevedere,nelle soluzioni con pesoinferiore a 5 risulta più convenienteutilizzare il secondo
elemento(tra i primi due).Continuiamo:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 4 0 0
3 0 3 4 4 0 0
4 0 3 4 4 0 0
5 0 3 7 7 0 0
6 0 3 7 7 0 0
7 0 3 7 8 0 0
8 0 3 7 8 0 0
9 0 3 7 8 0 0

10 0 3 7 11 0 0

4



Mancaancorail penultimooggetto.. .

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 4 4 0
3 0 3 4 4 4 0
4 0 3 4 4 5 0
5 0 3 7 7 7 0
6 0 3 7 7 7 0
7 0 3 7 8 8 0
8 0 3 7 8 8 0
9 0 3 7 8 9 0

10 0 3 7 11 11 0

. . .e infine l’ultimo:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 4 4 4 4
3 0 3 4 4 4 4
4 0 3 4 4 5 5
5 0 3 7 7 7 7
6 0 3 7 7 7 7
7 0 3 7 8 8 8
8 0 3 7 8 8 11
9 0 3 7 8 9 11

10 0 3 7 11 11 12

3.1 Considerazionisul tempodi esecuzione

Questasoluzionerichiedeunadiscretaquantit̀adi memoria(ordinedi Pm interi), eordinedi Pm operazioni.
Di nuovo, purch́e P e m nonsianotroppograndi,il temporichiestoè enormementeinferiorea tentarei 2m

sottoinsiemidi oggettipossibili.
In realt̀a,guardandobenel’algoritmo è chiarocheperriempirela colonnadi indice j ci occorronosolo

dati contenutinellacolonnadi indice j � 1: possiamoquindi implementarel’algoritmo utilizzandounasola
colonna, datocheaggiorniamosempredati surighedi indicesuperioreaquellascandita.

4 Ricostruir e le soluzioni

Fin qui tutto bene:macosaaccadrebbeseil problemapostoci richiedessedi emettere la soluzioneottima,
anzich́esemplicementecalcolarneil valore?

In generalenon è dettochetrovareil valoredi unasoluzioneottimasia facilequantotrovareeffettiva-
mentela soluzione.Spessòe per̀o possibileteneretracciaincrementalmente(cioè ogni volta chesi risolve
un nuovo sottoproblema)di un frammentodi informazionechepermettepoi di ricostruirela soluzione.A
volte la soluzioneè addiritturadesumibiledallatabelladei valori ottimi dei sottoproblemi.

Questoè, ad esempio,il casodi zaino: seinfatti scandiamounariga della tabellada destraa sinistra,
troveremounavariazionein valorein presenzadi inserimentidi nuovi oggetti.Attenzioneper̀o: quandonon
è presentenessunavariazionequestononsignificachel’oggettononvenga incluso,perch́e potrebbevenire
inclusoin unasottosoluzionedacui poi vienecostruitaquellacorrente.

Quindi,perricostruirecorrettamentelasoluzioneottimaoccorreinizialmentescandiredadestraasinistra
l’ultima riga. Troviamo la prima variazionetra la colonna4 e la colonna5, quindi l’oggetto 5 fa parte
della soluzione,chevienea questopunto ridotta alla soluzionedel problemacheutilizza i primi quattro
oggettie peso10 � p

�
5� � 4. Continuiamoquindi sulla riga 4, dove troviamo immediatamenteun’altra

variazione;quindi, anchel’oggetto 4 vieneutilizzato, e la sottosoluzioneda esaminarèe ora quellaper il
peso4 � p

�
4� � 3 cheutilizza i primi tre oggetti. Vediamochenon c’è variazionetra la colonna2 e la

colonna3, quindi l’oggetto3 nonvieneusato:continuiamosullastessa riga,e scopriamounavariazionetra
la colonna1 e la colonna2, quindi l’oggetto2 èstatoutilizzato.Concludiamosullariga3 � p

�
2� � 1, dove

troviamounozero.Concludiamochela soluzioneottimautilizza gli oggetti2, 4 e5.
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In altri casiunaquantit̀a più o menograndedi informazionedeveesseremantenutaa parte;è il caso,ad
esempio,del problema“Il negoziodi fiori”, delleIOI 1999.

5 Palindr ome

Armati dellaconoscenzaacquisita,proviamoa risolvereil seguenteproblema,propostoalle IOI 2000:data
unastringa di al più 5000caratteri,qual è il numerominimo di carattericheoccorreinserireper renderla
palindroma?3

Denotiamocon f
�
s� il minimo numerodi caratteriche rendes palindroma,e notiamo le seguenti

propriet̀a:

1. f
�
asa� � f

�
s�

2. f
�
asb� � min� f

�
as��� 1 � f

�
sb��� 1 �

Vale a dire: sei duecaratteriall’estremit̀a della stringa sonoidentici, possiamoscartarlie semplicemente
cercaredi renderepalindromain modoottima la stringa rimanente.Seinvecei caratteriall’estremit̀a della
stringa sonodiversi, possiamocercaredi renderepalindromele stringherisultanti dalla cancellazionedi
unadelleestremit̀a, aggiungere1 al numerodi caratterinecessari (dal momentochedobbiamoreinserireil
caratterecancellato)eprendereil risultatomigliore. Questapropriet̀ahaunadimostrazionedecisamentenon
banale,maè ragionevolepensarechepossafunzionare.

Ora,tutto questopuzzadi programmazionedinamica:infatti, percalcolare f
�
s� bastaconoscere f

�
s���

perqualunquesottostringa4 s� di s di lunghezzal � 1 o l � 2, dove l è la lunghezzadi s. Quindi un modo
di affrontareil problemaè quello di calcolare f su tutte le sottostringhedi s, definitea partiredalla loro
posizioneiniziale i edallaloro lunghezzaj (chiaramentenontuttele coppiedi indici i e j sonovalide).

Apparentementequestasceltaci ponedi fronte a un problemainsormontabile: la matricerisultante
sarebbecompostada 5000 � 5000 interi. Ciononostante,guardandopiù da vicino si può notarecheper
riempirela riga j ci occorronosoloi dati presentisullerighe j � 1 e j � 2. Quindi,seancheimmaginiamo
l’algoritmo suunamatrice5000 � 5000,potremopoi implementarloconsoli tre vettori da5000elementi
utilizzati in manieracircolare.

A questopunto,il codicecherisolve il problema,perquantosurrealmentecorto,è (moduloinizializza-
zione,letturadei file ecc.):

for(j=2; j<=N; j++)
for(i=0; i<=N-j; i++) {

if (parola[i] == parola[i+j-1]) ott[(j+2)%3][i] = ott[j%3][i+1];
else ott[(j+2)%3][i] = 1+min(ott[(j+1)%3][i], ott[(j+1)%3][i+1]);

}

Qui N è la lunghezzadella stringa in input, contenutain parola, e la matriceott contienetre righe
da 5000elementiutilizzatecircolarmente.Notatechele prime duerighe della matricesonoinizializzate
automaticamente,datocheunaparoladi lunghezzainferioreadueè semprepalindroma.

6 Un esempioparticolarmente difficile

Descriviamo ora i meccanismidi programmazionedinamicaalla basedella soluzionedi “Una strisciadi
terra”, propostoalle IOI 1999. In questocasola soluzionedel problemaè veramentediabolica,perch́e la
partedinamicanon consistenella costruzionedelle sottosoluzioniottime, bens̀ı nella costruzionedi una
matricedi informazionidacui si ottieneperesameesaustivo l’insiemedellesottosoluzioniottime.

3Una stringa è palindromaseè ugualealla suatrasposta,cioè seè la stessaselettada sinistrae destrao da destraa sinistra: per
esempio,“alla” e “ara” sonopalindrome.

4Con“sottostringa” intendiamoqui unasottosequenzadi carattericonsecutivi in s.
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Il problemàeprestospiegato:aveteadisposizioneunastrisciadi terradi dimensionimassime700 � 700,
evi vienefornitaun’altezzaperognicoppiadi coordinate.Doveteindividuareunsottorettangolodi ampiezza
al più 100e di areamassimain cui la variazionetra la massimae la minimaaltezzaè minoreo ugualea un
parametroC, anch’essodatoin input. C è compresotra 0 e 10.

Il fattocheil valoredi C siacos̀ı fortementelimitato fasubitopensareallaprogrammazionedinamica,ma
d’altrapartela limitazionearbitrariasull’ampiezzadellastrisciasuonamoltostrana.In effetti, unapproccio
standardchecercadi definiresottoproblemiseguendoparametrinaturali (per esempio,la lunghezzao la
larghezzadellasottosoluzione)̀edestinatoafallire. Il problemafondamentalèechenonsi vedecomemettere
insiemedue sottosoluzioni,dato che le loro variazioni in altezza,sebbenelimitate, una volta combinate
potrebberoeccedere il limite richiesto.

Quindi,utilizziamounapprocciocomplemamentediverso:scandiamol’input rigaperrigaemanteniamo
in manieradinamicauna matrice Mi � d che dice, per ogni colonnai , qual è il numeromassimodi righe
di cui si può saliremantenendola variazionein altezzacon l’elementodella riga correntenell’intervallo
[0 � d � C � d], cond � 0 � 1 ��������� C.

La matriceè gestibilein manieradinamicaperch́e a frontedi unanuova riga è sufficientefarescorrere
la lista di C � 1 valori di M corrispondentia una colonnadi un numerodi posti ugualealla differenza
tra l’altezzacorrentee quellaprecedente,e riempireil restoconuni (lo scorrimentoè versol’alto o verso
il basso a secondadel segno della differenza). Inserireun uno è semprepossibile,datochesignificache
possiamoutilizzaresolol’elementosullariga corrente.

Unavolta chela matriceè riempita,perogni larghezzal � 100è possibilestabilirela massimaaltezza
di unrettangolochesoddisfa i vincoli estasopraalla rigacorrente.Fissiamounacolonnai eunvaloredi d,
e supponiamocheil vettorea contenga le altezzedellariga corrente.Sappiamodi quantopossiamoal più
salirenellacolonnai mantenendola variazionein [0 � d � C � d] andandoa leggereMi � d. Poi ci spostiamo
sui � 1, andiamoavederela massimaascesapossibileleggendoMi � d � ai � 1 � ai (semprechenondebordiamo
da M) e la minizziamoconquellacorrente,e cos̀ı via. Si noti chela condizioneimpostaimplica cheanche
gli elementinellacolonnai � 1 sarannocorretti,perch́e le loro altezzesarannonell’intervallo

[ai � 1 �
�
d � ai � 1 � ai ��� ai � 1 � C � �

d � ai � 1 � ai � ] � [ai � d � ai � C � d]

esattamentecomequelli nellacolonnai . Ognivoltamassimizziamol’areadel rettangoloottenutoconquella
corrente.

Sel’indice d � ai � 1 � ai debordada M significachel’altezzadell’elementonellacolonnai � 1 del-
la riga correnteè già al di fuori dell’intervallo possibiledi variazione,e quindi non è possibileestendere
ulteriormenteil rettangolo.

Ricapitolando:costruiamoper ogni riga le sottosoluzioniottime chestannosopraalla riga stessa.Per
costruireincrementalmentele soluzioni,per̀o, aggiorniamoin manieradinamicaunamatricechecontiene
informazionisullavariazionein altezzadi ogni colonna.A partiredaquestamatrice,le sottosoluzionisono
costruiteconun esameesaustivo di tuttele possibilit̀a compatibiliconla matricestessa.
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