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1 Intr oduzione

Supponiamodi assegnarea ciascunodegli archia di ungrafoorientato G uncertopesointero epositivo pa.
Ai cammini(orientati) nelgrafo(cioèsequenzedi archiconsecutivi) verràaquestopuntoassegnato unpeso,
datodalla sommadei pesidegli archi chelo compongono.Dati duenodi x e y, il problemadel cammino
minimoconsistenel fornire uncamminodax a y di pesominimo.

Setutti gli archi sonopesati 1 (cioè pa
� 1 per ogni arcoa) il problema si riduce a quello delle distanze

minime,facilmenterisolubile conunavisita in ampiezza. Seperòci sonopesidiversida1, è facilerendersi
contocheunavisita in ampiezza nonè sufficiente. Ad esempio,senel grafoseguentevogliamosapere qual
èuncamminominimo dalnodo0 al nodo5,
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unavisita in ampiezza a partire dal nodo0 assegnerebbeimmediatamenteal nodo4 un camminominimo di
peso6, e (nelcasomigliore)al passosuccessivo uncamminodi peso4 (attraversoil nodo1), ma,inevitabil-
mente,al momentodi visitareil nodo4 assegneremmoal nodo5 un camminodi peso5, mentre“aspettando
un po’” sene sarebbepotutotrovareuno di pesoinferiore passanteper il nodo1 e il nodo3. Perevitare
fenomenidi questotipo, ènecessario visitareperprimi i nodichehannocamminiminimi da0 più brevi.

2 L’algoritmo di Dijkstra

EdsgerW. Dijkstrahaproposto nel1959[1] unalgoritmomoltoelegantecherisolvequestoproblema.Vedia-
mo innanzitutto comefunziona l’algoritmo in astratto—forniremopoi diverseimplementazioni condiversi
compromessitraefficienza, generalità esemplicità.

L’algoritmo di Dijkstravisita i nodinelgrafo,in manierasimileaunaricercain ampiezzao in profondità. In
ogni istante,l’i nsiemeN dei nodi del grafoè diviso in tre parti: l’insiemedei nodi visitati V , l’i nsiemedei
nodidi frontiera F , chesonosuccessori1 deinodivisitati, e i nodisconosciuti, chesonoancoradaesaminare.
Perogni nodoz, l’algoritmo tienetraccia di un valoredz, inizialmentepostougualea � , e di un nodouz,
inizialmenteindefinito.

1Un successoredi z è unnodoraggiungibile lungounarcouscentedaz.
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L’algoritmo consiste semplicemente nel ripetereil seguente passo:si prendedall’insieme F un qualunque
nodoz condz minimo, si spostaz da F in V , si spostanotutti i successori di z sconosciuti in F , e perogni
successore � di z si aggiornanoi valori d� eu� . L’aggiornamentovieneeffettuatoconla regola

d��� min
�
d��� dz 	 pa 
 �

dove a è l’arco checollega z a � . Seil valoredi d� è stato effettivamentemodificato, allora u � vieneposto
ugualez.

La regola segueun’ideapiuttosto naturale: sesappiamochecon pesodz possiamo arrivarefino a z, allora
arrivarea � nonpuòcostarepiù di arrivarea z e spostarsi lungoun arcofino a � . L’aggiornamentodi u � ci
permettedi ricordareche,al momento,il camminodi pesominimocheconosciamoperarrivaredax in � ha
comepenultimo nodoz.

L’algoritmo parte con V ��� , F � � x 
 , dx
� 0 e proseguefinchéy nonvienevisitato,o finché F ��� :

in questo caso,y nonè raggiungibileda x lungoun arcoorientato. Seusciamosolonel secondocaso,alla
fine dell’algoritmo dz contiene,perogninodoz, il pesodi un camminominimo dax a z; inoltre, il vettore u
permettedi ricostruire l’ albero dei camminiminimi conorigine in x.

Mostriamoil funzionamentodell’algoritmo sull’esempiocheabbiamovisto all’i nizio, esupponiamodi voler
trovareil camminominimoda0 a3. La configurazioneiniziale èquindi
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d: 0 � � � � � u: ? ? ? ? ? ?

Al primo passo,il nodo0 vienevisitato (nella figura, vienebarrato), mentre1 e 2 passanonella frontiera
(denotatadaunulteriorecerchio attorno al nodo).
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d: 0 1 2 � 6 � u: ? 0 0 ? 0 ?

Oradobbiamoandareaprendereil nododellafrontierachehadistanzaminimada0,epossiamovederecome
l’algoritmodi Dijkstra risolva i problemi postidaunavisita in ampiezza: essendoi nodi3 e 4 molto distanti
da0 (in termini di camminidi pesominimo), primavisitiamoil nodo1, il chehal’effettodi aggiornare d3,
d4, u3 e u4:
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d: 0 1 2 2 4 � u: ? 0 0 1 1 ?
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Ancora una volta, invecedi scegliere i nodi aggiunti inizialmentealla frontiera, proseguiamo con quello
cheha d minimo, cioè 2. L’effetto è soloquellodi spostare il nodotra quelli visitati, datocheper l’unico
successore(il nodo3) conosciamogià un camminodi pesominimo migliore di quellochepasserebbeperil
nodo2:
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d: 0 1 2 2 4 � u: ? 0 0 1 1 ?

Visitiamoorail nodo3, aggiornandonuovamented4 eu4:
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d: 0 1 2 2 3 � u: ? 0 0 1 3 ?

A questopuntovisitiamoil nodo4
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e la visita successiva ci dirà cheesiste un camminominimo da 0 e 5 di distanza4: inseguendoi puntatori
all’ indietro in u il camminorisulta in effetti essere0, 1, 3, 4, 5.

Perdimostrarechel’algoritmofunzionacorrettamente,bisognadimostrarecheaognipassovengonomante-
nutele seguentiproprietà:

1. i nodi in F sonotutti e soli i successori non ancoravisitati di nodi visitati (cioè sonoi successori di
nodi in V , apartequelli già in V);

2. perogni nodoz in V , dz è il pesodi un camminominimo dax in z; inoltre, unodei camminiminimi
hacomepenultimo nodouz;

3. perogni nodoz in F, dz è il pesominimo di un camminodi x in z chepassasoloper nodi in V, ad
esclusionedi z stesso; inoltre,un tale camminohacomepenultimo nodouz.

Le proprietàsonoverein manieraovvia al primopasso,edèanchebanalechela proprietà(1) rimangasempre
veradopoil primopasso.

Dobbiamoinnanzitutto mostrarechequandospostiamoun nodoz condz minimo da F in V , dz è il pesodi
un camminominimo dax a z. Infatti, seperassurdoci fosseun camminodi pesoinferiored, essodovrebbe
partire da x, viaggiareentroV , passareper qualchenodoz� in F diversoda z (altrimenti la proprietà(3)
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sarebbeviolata), e infine arrivarein z. Ma allora il camminoda x a z � avrebbepesoinferiore a dz, e quindi
dz��� dz, contrariamenteaquantoassunto.Quindi la proprietà(2) èancoraverificata.

Dobbiamoora dimostrareche(3) rimanevera. Per i nodi in F chenon sonosuccessori di z, la proprietà
rimaneovviamentevera,perchél’aggiuntadi z a V nonhagenerato nuovi camminicheli raggiungonoentro
V . Pergli altri nodi, la regoladi aggiornamentodi d eu fasì chela proprietà (3) rimangavera.

Concludiamochenonappenay cadedentroV , possiamofermare l’algoritmoerestituiredy comepesodi un
camminominimo. Inoltre, per costruire un camminominimo ci bastainseguire all’ indietro i puntatori u y,
uuy , ecc.,fino a x. Datochequalunqueporzionedi uncamminodi pesominimoèasuavoltauncamminodi
pesominimo(o potremmosostituire la porzioneconunadi pesominore,ottenendouncamminocomplessivo
più breve), in questomodoricostruiremoun camminominimodax a y.

Infine, seprimachey cadadentroV succedecheF ��� , allora la proprietà (1) garantiscechenonci sono
altri nodi raggiungibili dax, eche,in particolare, y nonè raggiungibiledax.

3 Implementazioni

Persemplificareunesempiodi implementazione,assumiamoun limitesuperioreMAXVal numerodi vertici,
ecalcoliamosolod, tralasciandou (le modifichepercalcolareancheu sonobanali).

3.1 Matrice di adiacenza

Le strutturedati in giocosonole seguenti:

int n;
int G[MAXV][MAXV];
int d[MAXV];
char v[MAXV];

dove G è la matricedi adiacenzapesata,n il numerodi nodie � èunvettoredi booleani cheserveamarcare
i nodivisitati (d è il vettoredelledistanze).

Laprimaimplementazioneèquellaimmediata:aognipassoscandiamoil vettored ecerchiamo,trai nodinon
visitati, quello cond minimo. A questopuntoscandiamola rigacorrispondentedellamatricedi adiacenzae
aggiorniamod pertutti i successori delnodoscelto:

for(i=0; i<n; i++) d[i] = INT_MAX;
d[x] = 0;

for(;;) {

for(m=INT_MAX, i=0; i<n; i++)
if (!v[i] && d[i] <= m) m = d[j = i];

v[j] = 1;

if (j == y || m == INT_MAX) break;

for(i=0; i<n; i++)
if (G[j][i] && d[i] > d[j] + G[j][i])
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d[i] = d[j] + G[j][i];
}

La complessità di questoalgoritmo è O n2 , datochenel casopeggiore y vieneraggiunto per ultimo, e
quindidobbiamoeseguiren passi, ciascunodeiquali richiedeO � n� iterazioni.

3.2 Liste di adiacenza

Permigliorarele prestazioni dell’algoritmosugrafisparsi, cioèin cui il numerodi archia èmoltopiù piccolo
di n2 (per esempio,per i grafi planari è lineare in n) rappresentati tramite liste di adiacenza, è possibile
utilizzareunacodacon priori tà. In unacodanormale(comequellautilizzataper le visite in ampiezza)il
primo nodoinserito è ancheil primo a essere rimosso. In unacodacon priorità, invece, ogni nodoviene
inserito conunapriorità associata,e il nodorimossoè quello di priorità maggiore.A questopuntola ricerca
del minimo haun costopari all’estrazionedell’elementodi priorità massimadallacoda,e l’aggiornamento
dei valori di d, essendo effettuatounasolavolta perogni arco,è datodaa volte il costodi inserimentonella
codao di aggiornamentodi priorità. Comevedremo,èpossibile implementareunacodaconpriorità in modo
chequalunqueoperazionesialogaritmico nel numerodi elementi dellacoda.Datochela codanoncontiene
mai più di n elementi, l’algoritmorichiedecomplessivamenteO � a logn� operazioni, e sea � o n2 � logn
risulta vantaggioso.

In questo caso,le strutturedati sono

int n;

struct arc {
struct arc *next;
int v;
int w;

};

struct arc *adj[MAXV];

int d[MAXV];
char v[MAXV];

La struttura del grafo vienememorizzata costruendouna lista di successori per ogni nodo(la lista indica
ancheil pesodell’arcodi collegamento).

La codaconpriorità metteadisposizionele seguentioperazioni:

void enqueue(int v, int p); /* Aggiunge v con priorità p */
int dequeue(void); /* Rimuove e restituisce il

nodo con massima priorità */
void update(int v, int p); /* Aggiorna la priorità di v a p;

se v non è nella coda, lo
inserisce */

int empty(void); /* Controlla se la coda è vuota */

Per semplicità, anchese questonon è completamente“pulito”, assumiamoche le operazioni sulla coda
manipolino direttamented. Ovviamente,la priorità è più altaquantopiù d èpiccolo.

L’algoritmo aquestopuntoèsemplicissimo:
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for(i=0; i<n; i++) d[i] = INT_MAX;
enqueue(x, 0);

while(!empty()) {
j = dequeue();

p = adj[j];

while(p) {
update(p->v, d[j] + p->w);
p = p->next;

}
}

La complessità dell’algoritmo è in effetti scaricatasullacodaconpriorità, la cui implementazione(tutt’altro
chebanale) tramite unoheapvienedescrittaconcurain un’altradispensa.
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