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1 Intr oduzione

Supponiamdai assgnae aciacunodegli archia di ungrafoorientdo G un certopesaintero e positvo pj.

Ai cammini(orientati) nel grafo(cioésequenzeli archiconseclui) verraa questopuntoassgnab un peso,
datodallasommadei pesidegli archichelo compongono.Dati duenodi x ey, il problemadel cammino
minimoconsstenel fornire uncamminodax ay di pesominima

Setutti gli archisonopesait 1 (cioé p, = 1 perogniarcoa) il problenasi riduce a quello delle distanz
minime,facimenterisolubie conunavisitain ampiezza Seperdci sonopesidiversidal, € facilerendersi
contocheunavisitain ampieza noné sufiiciente. Ad esempiosenel grafo seguentevogliamosapee qual
€ un camminominimo dalnodoO al nodo5,

unavisitain ampieza a partire dal nodo0 assgneaebbeimmediaamenteal nodo4 un camminominimo di
peso6, e (nel casomigliore) al passasuccesyo un camminodi peso4 (attraversoil nodol), ma,inevitahbil-
mente,al momentadi visitareil nodo4 assgneemmoal nodo5 un camminodi peso5, mentre“aspetando
un po’™ sene sarebbepotutotrovare uno di pesoinferiore passantgeril nodol eil nodo3. Perevitare
fenomenidi questatipo, € necessao visitareper primi i nodi chehannocamminiminimi da0 piu brevi.

2 L’algoritmo di Dijkstra

EdsgeM. Dijkstrahaproposb nel 1959[1] unalgoritmo molto elegant cherisolve questgroblemaVedia-
mo innanztutto comefunziora I'algoritmo in astrato—fomiremopoi diverseimplementaioni con diversi
compromesdira efficienza generata e semplidgta.

L'algoritmo di Dijkstravisitai nodinel grafo,in manierasimile aunaricercain ampiezza in profondta. In
ogniistante,l'i nsiemeN deinodidel grafoe diviso in tre parti I'insiemedeinodi visitati V, I'i nsiemedei
nodidi frontiera F, chesonosuccessat deinodivisitati, ei nodisconosiuti, chesonoancoradaesaminae.
Perogninodoz, I'algoritmotienetracda di un valored,, inizialmentepostougualea oo, e di un nodous,
inizialmenteindefinio.

1Un successordi z & un nodoraggiurgibile lungoun arcouscenteda z.



L'algoritmo consiseé semplicemerd nel ripetereil seguene passo:si prendedallinsieme F un qualungie
nodoz cond, minimo, si spostaz da F in V, si sposanotutti i successardi z sconosiuti in F, e perogni
succesorew di z si aggiorranoi valorid,, eu,,. L'aggiorramentovieneeffettuatoconla regola

d, < min{d,, d; + pa},

dove a él'arco checollegaz aw. Seil valoredi d,, & stab effettivamentemadificap, allorau,, vieneposto
ugualez.

La regola segue un’ideapiuttogo naturle: se sappamochecon pesod, possiano arrivarefino a z, allora
arrivarea w nonpuocostarepiu di arrivarea z e spostasi lungoun arcofino aw. L'aggiornanentodi u,, Ci
permete di ricordae che,al momentojl camminodi pesominimo checonosciano perarrivaredax in w ha
comepenultmo nodoz.

L'algoritmo pareconV = @&, F = {x}, dx = 0 e prosguefinchéy nonvienevisitato, o finché F = &:
in quesb caso,y non é raggungibile dax lungoun arcoorientato. Seusciamosolo nel secondacaso,alla
fine dell’algoritmo d, contiene,perogninodoz, il pesodi uncamminominimo dax az; inoltre, il vettore u
permetée di ricostuire I’ albero dei camminiminimiconoriginein x.

Mostriamoil funzionamentalell'algoritmo sull’esempiaheabbiamovisto all'i nizio, e supponiano di voler
trovareil camminominimodaO a 3. La configurazoneiniziale € quindi

6
d: [0] [oo] [0o] [00] [oo] [eo]  u:[2] [2][2] [2] [2][2]

Al primo passo,l nodo0 vienevisitato (nella figura, viene barrab), mentrel e 2 passanmella frontiera
(denotitadaun ulteriore cercio attomo al nodo).
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Oradobbiamaandae aprendeeil nododellafrontierachehadistarzaminimada0, e possiamwederecome
I'algoritmodi Dijkstrarisolvai problani postidaunavisitain ampieza: essendd nodi 3 e 4 molto distanti
daO (in temini di camminidi pesominimo), primavisitiamoil nodol, il chehal'effettodi aggiornae ds,

ds, Uz € Ug:
AR
2 2

6
d:[0][1] [2] [2][4] [ee]  w:[2][0][0] [1][1][7]




Ancoraunavolta, invecedi sceaglierei nodi aggiunt inizialmentealla frontiera, prosguiamo con quello
chehad minimo, cioé 2. L'effetto & soloquellodi spostae il nodotra queli visitati, datocheperl'unico
succesore(il nodo3) conoscamogia un camminodi pesominimo migliore di quellochepassesbbeperil

nodo2:
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d:[0] [1] [2] [2][4] [oo]  w:[2][0] [0] [1] [1][?]
Visitiamoorail nodo3, aggionandonuovamented, e Ug:
3
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d:[0] [1] [2] [2][3][ec]  w:[2][0] [0] [1] [3] [7]

A questgpuntovisitiamoil nodo4
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d:[0] [1] (2] [2][3][4]  u:[2][o][0] [1] [3][4]

e la visita succesiva ci dira che esige un camminominimo da0 e 5 di distanza4: insgguendoi puntaori
all'indietro in u il camminorisultain effetti essee0, 1, 3, 4, 5.

Perdimostrae chel’algoritmofunzionacorretamentepisognadimostiarechea ogni passorengonanante-
nutele seguentiproprieta:

1. i nodiin F sonotutti e soli i succesori nonancoravisitati di nodi visitati (cioé sonoi successordi
nodiin V, apartequeli giain V);

2. perogninodozin V, d, il pesodi uncamminominimo dax in z; inoltre, unodei camminiminimi
hacomepenulimo nodouy;

3. perogninodozin F, d, éil pesominimo di uncamminodi x in z che passasoloper nodiin V, ad
esclusonedi z stessoinoltre, un tale camminohacomepenultmo nodou,.

Le proprigasonoverein manieaovvia al primopassogdé anchebanalechela propiieta(1) rimangasempre
veradopoil primo passo.

Dobbiamoinnanzitutto mostrarechequandaospostamoun nodoz cond, minimodaF in V, d; éil pesodi
un camminominimo dax az. Infatti, seperassurdai fosseun camminodi pesoinferiore d, essadovrebbe
parire da x, viaggiareentroV, passareger qualchenodoz’ in F diversoda z (altrimenti la proprieta(3)



sardbeviolata), e infine arrivarein z. Ma allorail camminodax a z’ avrebbepesoinferiore ad,, e quindi
d, < d,, contraiamentea quantoassuntoQuindila proprieta(2) & ancoraverificata

Dobbiamoora dimostare che (3) rimanevera. Peri nodiin F chenon sonosuccesori di z, la proprieta
rimaneovviamentevera,perdél'aggiuntadi zaV nonhagenerab nuovi camminicheli raggungonoentro
V. Pergli altri nodi, la regoladi aggionamentdi d e u fasichela propriga (3) rimangavera.
Concludamochenonappenay cadedentroV, possiamdermae I'algoritmo e resttuire dy, comepesodi un
camminominimo. Inoltre, per costuire un camminominimo ci bastainseguire all’indietro i puntabri uy,
Uy, , €cc. fino ax. Datochequalunge porzicnedi uncamminodi pesominimo e a suavoltaun camminodi
pesominimo (o potranmososttuire la porzioneconunadi pesominore,ottenexdoun camminocomplessio
pit breve), in questomodoricostuiremoun camminominimodax ay.

Infine, seprimachey cadadentroV succedeehe F = @, allora la proprida (1) garantscechenonci sono
altri nodiraggungibili dax, e che,in particolare y noné raggiwngibile dax.

3 Implementazioni

Persemplficareun esempiadi implementazine,assumiamain limite superioe MAXVal numerodi vertici,
e calcolamosolod, tralasciandou (le modifichepercalcdareancheu sonobanal).

3.1 Matrice di adiacenza

Le struturedatiin giocosonole seguent:

int n;
int  G[MAXV][MAXV];
int  d[MAXV];

char Vv[MAXV];

dove G ela matricedi adiacena pesaa, n il numerodi nodie v € unvettoredi booleani chesene amarcae
i nodivisitati (d eil vettoredelledistanze).

La primaimplementzionee quellaimmediata:aognipassascandamoil vettaed ecerdiamo,trai nodinon
visitati, quello cond minimo. A questgpuntoscandamola riga corrigpondentedellamatricedi adiaenzae
aggioniamod pertutti i successamel nodoscelb:

for(i=0; i<n; i++) d[i] = INT_MAX;
dx] = 0;

for(;;) {

for(m=INT_MAX, i=0; i<n; i++)
if (V] & di] <=m)m=d}j =i

V[i] = 1;
if ==y || m== INT_MAX) break;
for(i=0; i<n; i++)

it (GIj][i] && dfil > dj] + GIi)
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dil = dfil + GOl
}

La complessi di questoalgoritmo & O (nz), datoche nel casopeggiore y vieneraggiurio per ultimo, e
quindidobbiamoeseuire n passj ciascunadei qualirichiede O (n) iterazioni

3.2 Liste di adiacenza

Permigliorarele prestaioni dell’algoritmo sugrafispars, cio€in cuiil numeradi archia € molto piti piccolo
di n? (per esempio,peri grafi planai & linear in n) rappesentattramite liste di adiaceaa, & possbile
utilizzareunacodacon priorita. In unacodanormale(comequellautilizzataper le visite in ampiezza)l
primo nodoinseito € ancheil primo a essee rimosso In unacodacon priorita, invece ogni nodoviene
inseito conunapriorita associga, e il nodorimossoé quello di priorita maggiore A questopuntolaricerca
del minimo haun costopari all’ estramne dell’elementodi priorita massimadallacoda,e I'aggiornamento
deivalori di d, essend effettuatounasolavolta perogniarco,e datodaa volteil costodi inseimentonella
codao di aggiornanentodi priorita. Comevedremog possbile implemenareunacodacon prioritain modo
chequalunqueoperazonesialogaritmico nel numerodi elemenit dellacoda.Datochela codanoncontiene
mai pit di n elemenit, I'algoritmorichiedecomplessiamenteO(alogn) operazimi, esea = 0 (n2/ log n)
risulta vantaggoso.

In quesb caso e stiutturedati sono

int n;

struct arc {
struct arc *next;
int v;
int  w;

|3
struct arc *adj[MAXV];

int  d[MAXV];
char V[MAXV];

La strutura del grafo viene memorizzaa costuendounalista di succesori per ogni nodo (la lista indica
anchell pesodell’arcodi collegamento).

La codacon priorita mettea disposzionele seguentioperazoni:

void enqueue(int v, int p); /* Aggiunge v con priorita p *
int  dequeue(void); /* Rimuove e restituisce il
nodo con massima priorita */

void update(int v, int p); /* Aggiorna la priorita d v a p;
se v non €& nella coda, Ilo
inserisce */

int  empty(void); /* Controlla se la coda é vuota *

Persemplidta, anchese questonon & completanente“pulito”, assumiamache le operaini sulla coda
manipolino direttamented. Ovviamentela priorita e piu altaquantopiu d € piccolo.

L'algoritmo a questopuntoé semplicisimo:



for(i=0; i<n; i++) di] = INT_MAX;
enqueue(x, 0);

while(‘fempty()) {
j = dequeue();
p = adjfi];
while(p) {
update(p->v, dijl + p->w);
p = p->hext;
}
}

La complessi dell’algorimo é in effetti scari@tasullacodacon priorita, la cui implementaione (tuttaltro
chebanat) tramite unoheapvienedescritaconcurain un’altra dispensa.
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