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1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; passante per i punti (101,100,1), (69,68,2) e (1,0, 3);

l.a.b. piano I, contenente le rette Ry(t) = (1 —¢,m,1+1t) e Ro(s) = (1 + s,3m,1 —s);

l.a.c. piano II3 ortogonale alla retta Ri(t) = (1 —t, 7,1+ t) e passante per (m,0,0);

l.a.d. i piani Iy, II5 e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

1.b.

Per tutti e tre i punti abbiamo che x —y = 1, ed & quindi questa ’equazione del piano II;.

Tutti i punti di Ry e tutti i punti di Ry soddisfano alla condizione x + z = 2, ed & quindi
questa ’equazione del piano II.

11 vettore (—1,0,1) esprime la direzione della retta R; ed € quindi ortogonale al piano
II3. L’equazione del piano II3 & pertanto (—1,0,1) - (z,y,2) = (—1,0,1) - (7,0,0) ossia
r—z=m.

I piani I, e II3 erano ortogonali per costruzione, e quindi I’annullamento del prodotto

scalare (—1,0,1) - (1,0,1) = 0 vale a conferma. Il vettore (1, —1,0) ortogonale al piano II;
non e invece ne ortogonale ne parallelo a questi due vettori.

I x—y=1

My 24— 9 II; (G) Il (H) I3 (G) Iy

Ug: 2 —z=m 14+1+1+2/30
Date le 3 rette:

Ri(t) : (t,at,t) Ro(t) : (2t,3¢t,21) Rs(t) : (at,t,0t).

si determini per quali valori di « e §:

1.) le tre rette sono contenute in uno stesso piano;
2.) le rette Ry e Ry sono parallele;

3.) le rette Ry e R3 sono parallele.

Affinche le 3 rette siano contenute in uno stesso piano € necessario che le loro direzioni
(1,a,1), (2,3,2) e (e, 1,3) siano contenute in uno stesso piano. Tali vettori sono tutti
contenuti in uno stesso piano se e solo se e nullo il volume del parallelepipedo che essi
sottintendono, ossia ove si annulli il prodotto triplo:

1
2
B

‘:364—2@24—2—3(1—2—2@[3:(2a—3)(a—ﬁ).
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1.d.

Le direzioni delle 3 rette sono quindi coplanari solo quando o = % o quando o = 3. Si

noti poi che tutte e tre le rette passano per uno stesso punto (0,0,0) e pertanto le 3 rette
sono coplanari precisamente quando le direzioni delle 3 rette sono coplanari.

Quando o = % le rette Ry e Ry sono parallele.

Il parallellismo tra Ry e Rgsihapera=8=1epera=0§=—1.

1.) Ry, Ro, R3 coplanari: «a = % oppure a = (3

2.) Ry, Ry parallele: quando o = %

3.) Ry, Rs3 parallele: o= =1 oppure a =3 =—1

2+1+1/30

. Trovare un’equazione parametrica per la retta R che contenga un diametro della sfera

22— 62 +y?+ 22 = —8 e sia parallela alla retta di equazione R'(t) = (7 +t,+/17,/3+7t).

La direzione della retta R coincide con la direzione (1,0, ) della retta R’. Per catturare la
retta R basterebbe quindi individuare un punto di passaggio. In effetti, sappiamo che R

passa per il centro della sfera (z —3)2 +y?+ 22 = 1, ossia per il punto (3,0, 0). L’equazione
parametrica ¢ quindi R(t) = (3,0,0) + (1,0,m)t = (3 +1¢,0,7t).

R(t) = (3+1,0,7t).

3/30

Calcolare la distanza tra la retta Ry (t) = (3,3,141t) e la retta Ry di equazioni x+y+2z =1
e r—y = 0. Determinare se queste due rette siano sghembe o coplanari. Nel secondo caso,
specificare se esse siano incidenti oppure parallele. Se parallele, specificare se esse siano
distinte oppure coincidenti.

Si noti come ogni punto (3,3,1 + ¢) di Ry soddisfi all’equazione x —y = 0. Quindi le
rette R; ed Ry sono entrambe contenute nel piano x + y + z = 1 e quindi sono incidenti
oppure parallele. Per vedere quale dei due casi occorra, proviamo a vedere se esista un
qualche t per il quale (3,3,1 + t) soddisfi anche all’equazione = + y + z = 1. Otteniamo
cosi 'equazione 3+ 3+ (1 +1¢) =1 e quindi ¢ = —6. Possiamo poi verificare, per scrupolo,
che il punto (3,3, —5) appartiene ad entrambe le rette, prima di mettere un facile risultato
in cassaforte.

d(R1,R2) =0.
Le rette Ry ed Ry sono incidenti. 2+1/30

. E data la funzione F(z,y)=ay?> — 23—z +222.

2.a. Disegnare l'insieme 3¢ = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;
Semplifichiamo innanzittutto la scrittura della F":
F(z,y) =

F(z,y) = zy? —a® —x+ 222 come data



= r(y? — 22— 1+202) raccogliamo la z
= r(y? — (x — 1)?) prodotto notevole (a — b)?
z(y—(z—1))(y + (x —1)) prodotto notevole a? — b2

= z(y—xz+1)(y+x—1). gia fattorizzata

Per la legge di annullameno del prodotto, la funzione F(z,y) =z (y—x+ 1)(y + « — 1) si
annulla in corrispondenza di tutti e soli quei punti per i quali si annulla z 0o (y —x+1) o
(y+x —1). Pertanto, $g = {(z,y) €ER? |r=0Vy=1—2Vy=—1+z }. Poiche la F &
continua su tutto R? allora lo studio del segno ne consegue: il piano resta suddiviso nelle
7 regioni in figura, ciascuna labellata col segno che la F' detiene con continuita in seno ad
essa.

Il segno con cui labellare ciascuna regione risulta determinato dalle 4 regole della serie “pit
per pii = pi”. In questo caso, poiche non vi sono radici multiple, le etichette riportanti
i segni si alternano.

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

+ i -
(0,0)] - (1,0
_|_ —
+
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2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

Poiche la F' appartiene a C*°, individuare i punti stazionari della F' significa individuare
quei punti di R? in cui il gradiente della F' si annulla. Ora, F}, := %—l; =92 —322+4x—1
e Iy = %—I; = 22y e dobbiamo ricercare i punti (z,y) che soddisfano al sistema

0
0,

y? =322 +4x -1
2y
ossia di annullamento del gradiente. La seconda equazione ci dice che dovra essere nulla

la x oppure la y. Procedendo sui due casi si determinano 4 punti stazionari: (0,+1), (1,0)
e (%, 0). Dallo studio del segno della F di cui al punto (a) é facile dedurre che (0,£1) e
(1,0) sono punti di sella. Per determinare la natura del punto (%, 0) possiamo provare con
il test delle derivate seconde, andando ad osservare il segno del determinante della matrice

Hessiana
Foo(2,y) Fon(z,y) | _ [—6$—F4 2y}
Fyl‘(x7y) Fyy(x7y) 2y 2x



valutata nel punto critico (%, O). Il segno di

[“t<[_6§§%4 gg}(3®>::lkt<[g 293}>::§
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e positivo. Poiche F, ( 3,0) > 0 ne consegue che (%,0) ¢ punto di minimo locale. In

effetti un tale minimo doveva essere presente nel triangolo delle Bermude evidenziato dallo
studio di Xo; e il punto reperito risulta anche ben collocato (sull’asse delle x) considerato
che F(‘Ta _y) = F(I’,y)

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:
punTi sTazionarr: (0,£1), (1,0) e (3,0).
I punti (0,£1) e (1,0) sono selle.

Il punto ( ,O) € un minimo locale. 5/30

2.c. Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (0, 0,0).

Poiche F(0,0) = 0 il punto dato appartiene effettivamente al grafico della F'. L’approssi-
mazione lineare in quel punto sara data da z = 0+ F;(0,0) - (x — 0) + F,,(0,0) - (y — 0) =
—.

2.c) Equazione del piano tangente I in (0,0,0):
z =0+ F;(0,0) - (z —0) + F,(0,0) - (y —0) = —

1/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F' nella regione 22 + y?> — 2z + 1 < 9.

La F', essendo continua, dovréd necessariamente avere almeno un punto di massimo assoluto
ed almeno un punto di minimo assoluto nella regione assegnata, daccheé questa e chiusa
e limitata. Poiche tutti i punti stazionari della F' sono risultati essere punti di sella, gli
estremi di F' saranno necessariamente situati sulla frontiera, ossia lungo il bordo del cerchio
(r —1)2 4+ y? = 9, e pertanto li ricerchiamo con la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange,
ossia impostando il seguente sistema.

y?—322+4r—1 =F,=)ge = 2X\(x—1)
20y =F,=MAgy= 2)\y
(x-1+y* =gl@y)= 9

Dalla seconda equazione abbiamo che y = 0 (e quindi x = 1 £+ 3 dalla terza equazione)
oppure che A = z. Nel primo caso abbiamo messo in evidenza un massimo in (—2,0) ed
un minimo in (4,0), ed entrambi i punti appaiono ben collocati guardando allo studio del
segno e ricordando che la funzione e pari sulle y. Nel caso A = z, la prima equazione si
semplifica a y? —3 22 +4x—1 (possiamo assumere A = x # 0 poiche i punti stazionari sono
gia stati presi in esame separatamente), ed a questo punto possiamo eliminare facilmente

la y combinando con la terza equazione. Otteniamo 622 —6x—7 = 0, da cui z; 2= ?’i‘ﬁ

Dalla terza equazione, per x = 3+\/_ otteniamo y = +4/9 — M =t X——r 264 6
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cui dovranno corrispondere due punti di massimo. Dalla terza equazione, per x = 3_T V51

otteniamo y = +4/9 — 9=6 V321+51 = 1+ 264J6r6 VSl cui dovranno corrispondere due punti

di minimo. Ricordiamoci anche del punto stazionario (%,0), che cade all’interno della
regione e costituisce ancora un punto di minimo. Per determinare quali massimi siano

locali e quali siano globali, dobbiamo osservare che F'(—2,0) > F 3+‘6/ﬁ, 4 264g6\/5_1>.

Per determinare quali minimi siano locali e quali siano globali, dobbiamo osservare che

F(4,0) < F (3—6@,1 V264§W5_1> e F(4,0) < F (3,0).

2.d)

1 Max Assoruto: (—2,0)

<3+\/ﬁ + \/264—6 \/5_1>
6 6

<3—\/5_1 i\/264+6 \/ﬁ>
6 6

1 MiN Assoruto: (4,0) 6/30

2 MAX LOCALI:

2 MIN LocALI:

. In un riferimento Cartesiano x,y, z sia E la parte del piano y = 0 descritta dalle disequa-
zioni 0 < z < min{z,2R — z}, e sia @ il solido che si ottiene facendo ruotare £ di 360°
attorno all’asse delle z.

3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che @ (sulla destra);

3.b. Esprimere @ in coordinate Cartesiane e in coordinate cilindriche;

3.c. Calcolare il volume di () mediante integrazione;

3.d. Calcolare l'integrale triplo I = fQ zdrdydz;

3.e. Fornire le coordinate del baricentro B = (xzy, yp, 25) di Q;

La figura piana E ¢ il triangolo di vertici (0,0), (R, R), e (0,2R).
a.1l) Disegnare F a.2) Disegnare @)
z

=X

V4
R
MHHHH! ,2R
R

X

1+1/30




b) esprimere () in coordinate Cartesiane e in coordinate cilindriche
Car: Q = {(:E,y,z) €R3 : 0<z<min{\/22 +92,2R — /22 + 2} }

cil: @ ={(p,0,2) € R® : 0 <z <min{p,2R — p} }

1+1/30

Per il computo del volume V di () conviene riferirsi alle coordinate cilindriche.

2t prR p2R—z
V = ///pdzdpd@z/ / / p dzdpdf
Q 0 0 z
2m R pr2R—z
() ([
0 0 z
RrT 272R—=
p
o« ), [5]

R
dz:2ﬂ/ 2R? — 2Rz dz =27 [2R%: — R*), =27 R®.
z 0
Vo= [y dzdpdd = 27 RP

4/30

Il computo di I ¢ convenientemente affrontato allo stesso modo.

2t R p2R—z
1 = ///zpdzdpd@z/ / / zp dzdpdf
Q 0 0 z
27 R 2R—z
([ 9) ([ o)
0 0 z

R 2R—z R 2 B9
= 277/ z | = dz:27r/ 2R’z —2Rz?> dz =27 |R?2> - ZR23| =2
0 2], 0 3 0 3
d) I (27 (R [2R—z _ 2 4
=0 o [ zpdzdpdd = 57 R
3/30

Data la simmetria rispetto all’asse delle zeta, e visto 'integrale appena sopra computato,
le coordinate del baricentro saranno: z, =0, y, =0, e

2
I _ §7TR4ZER
vV 2xR3} 3

Zp =



xb:O

Y

<~

Wl
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