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1. E data la funzione reale di variabile reale f definita da
3

r) = ——.
f(@) |z + 2|2
Disegnare il grafico di f, determinando in particolare il dominio D(f) di definizione di
f, eventuali simmetrie, i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti, eventuali
punti di massimo e/o minimo locale/assoluto, monotonia.

SOLUZIONE
Si osservi che piu semplicemente la funzione ha la seguente espressione

3

r)=—.
f(@) (x 4 2)?
Il dominio e l'insieme dei numeri reali tranne il punto z = —2. L’unico zero
della funzione & il punto x = 0, la funzione & positiva se z > 0 e negativa se
x < 0, x = —2 ¢ un asintoto verticale. Si trova che lim, . f(z) = +o0 e
lim,_, o f(z) = —o0, si ha che la retta y = x — 4 & un asintoto obliquo sia sinistro
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che destro. Infatti, limg, 4o @ =lelimy 1o f(z) —x =lim,_ 1 (xi—z)g —x =
3_ 2 N
limy 400 m(;% = —4. E da osservare che il grafico della funzione interseca
I’asintoto nel punto di ascissa z = —%. Infatti, tale valore ¢ 1'unica soluzione di
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ﬁ = x — 4. La derivata prima ¢ pari f/(z) = Sz ($+2+2§f @+2) _ = Jﬁ(x@:;—){;),
da cui si evince che x = —6 ¢ un punto di massimo relativo. L’espressione della
_ [2x(x+6)+2?)(z+2)% —32%(z+2)% (z+6)
- (z+2)°
Pertanto la funzione ¢ convessa per

derivata seconda ¢ pari a f”(x) . Dopo elementari

calcoli algebrici si trova che f”(z) = (xa‘_lg) -
x > 0 e concava per x < 0.

2. Calcolare I = f—#dm

z2(z2+41)2
SOLUZIONE
Dalla decomposizione in fratti semplici si ha

1 _ A, B, CX+D , EX4F
z2(z2+41)2 T = x? x2+1 (z2+1)2
dove i coefficienti A, B, C, D, E, F sono da determinare. Si ricava che

1 1 1 1

x?(x? +1)2 :ﬁ_:ﬂ2+1_(:ﬂ2+1)2




Una primitiva del primo addendo ¢ la funzione —%, una primitiva del secondo ad-
dendo ¢ arctanz. Per determinare una primitiva del terzo addendo si integra per

. 2 C
palrtlfmgLJrl = m%H—FQf(xfT)Q = x%ﬂ—l—Qfm%H—Qfﬁ. Da cui si evince che

una primitiva del terzo addendo e —% arctan x — %xgﬂl. I risultato finale a seguito
della moltiplicazione per —2 e 3 arctan x + 2%.



