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questa dispensa raccoglie tutti i temi d’esame ed alcuni esercizi per casa assegnati a
partire dall’anno accademico 2003/2004. Fino al 2005, si tratta dei temi proposti dalla
Prof. Roberta Musina in precedenti edizioni del corso, ma tutti i temi restano ad oggi
rappresentativi. Debitamente ringrazio Roberta per avermi fornito i sorgenti di tutti i
suoi vecchi testi, per i consigli, e piu in generale per la disponibilita dimostratami e I’aiuto
nell’impostazione del corso.

testo di riferimento per il corso: “Calcolo, Funzioni di pit variabili” James Stewart,
2002 - APOGFEOQ, ISBN: 88-7303-7/8-8.

Questo testo, (e vi sara sicuramente importante e forse necessario fare riferimento ad un
qualche testo), ¢ il completamento del testo di riferimento per il propedeutico corso di
Matematica 1: Calcolo, Funzioni di una variabile. Ovviamente, lo studio dell’analisi nel
caso di piu variabili poggia pesantemente sullo studio del caso monovariabile.

questa dispensa propone anche le correzioni di alcuni temi. Si raccomanda di fare un uso
intelligente di questo materiale, ossia di provare a risolvere in autonomia gli esercizi prima
di confrontarsi con le soluzioni qui proposte. Ovviamente non si richiede di omologarsi
negli stili risolutivi ma solo di saper portare a casa i risultati in modo efficiente e congruo
al momento della verifica.

questa dispensa viene stampata all’ufficio fotocopie presso i Rizzi e puoi scaricarne I'ultima
versione elettronica al sito del corso: www.dimi.uniud.it/" rrizzi/classes/Mat2

se trovate errori, o ritenete che alcune spiegazioni possano o debbano essere rese piu esau-
rienti, segnalatemelo tramite mail a: Romeo.Rizzi@dimi.uniud.it

Chi corregge un’errore nella versione elettronica corrente riceve punti bonus additivi sul
voto dell’esame.

un testo d’esame integrale si compone anche di un’intestazione completa, di spazi dove apporre proprio
nome, cognome e numero di matricola, di spazi predisposti per le risposte in forma sintetica, e di una
sezione di istruzioni per l'uso titolata: “Leggere con molta attenzione”. Si veda ad esempio il testo d’esame
del 18/04/2007 di cui questa dispensa riporta versione integrale a titolo esemplificativo. Nel caso degli altri
testi d’esame, volendo ridurre gli sprechi, si &€ qui rimossa la parte relativa alle modalita di espletamento
dell’esame (nonostante sia talvolta soggetta a lievissime variazioni e quindi richieda di volta in volta la
vostra attenzione) e sono stati stralciati i riquadri per le risposte (nonostante il saperne fare buon uso sia
una competenza che incide criticamente sull’esito dell’esame). Anche se questi riquadri sono spesso omessi
dai testi (ma mai dalle correzioni), nessuna modifica ¢ stata apportata per quanto concerne le domande e la
sostanza degli esercizi. Inoltre, a partire da quello del 16/03/2006, tutti i testi originali in versione integrale
e completi dei riquadri per le risposte sono disponibili al sito di cui sopra. Vi consiglio di avvalervene nelle
vostre simulazioni d’esame (tempo: 3 ore e mezza, con piccole variazioni).

Si analizzi pertanto il testo del 18/04/2007 per meglio comprendere la prassi dell’esame e le sue regole.
Ribadisco qui sotto due soli punti che vogliono anche esprimere lo spirito dell’esame (ma per i dettagli sulla
prassi si veda il testo del 18/04/2007 o le versioni originali di testi piti recenti come scaricabili da www).

— all’esame puoi portare testi ed appunti, ma non puoi utilizzare calcolatrici od altra strumentazione
elettronica, né scambiare alcunche con i tuoi compagni.

— nella stragrande maggioranza dei casi ’esame ¢ solo scritto. Se allo scritto hai preso almeno 18,
puoi ottenere direttamente la registrazione del voto semplicemente esprimendo il tuo consenso sotto
SINDY. (Con la registrazione elettronica non & richiesto che tu debba venire in facolta per effettuare
la registrazione.)

Alcune situazioni possono condurre ad un orale, ma pero 'orale resta sempre facoltativo e non siete
mai costretti a sotenere 'orale (potete sempre rifare semplicemente lo scritto). Queste situazioni sono
in gran massima le seguenti: (1) Nel caso al tuo scritto venga assegnato un 17* (un voto convenzionale
che non corrisponde sintatticamente alla somma dei punteggi ottenuti), sei invitato ad un orale che
segua immediatamente quello scritto ed inteso a meglio comprendere cosa sia accaduto allo scritto.
(2) Se hai preso almeno 26 sei forse interessato a sostenere un orale per raffinare la mia valutazione ed

il voto. (Se vuoi migliorare un voto basso ti conviene invece rifare lo scritto: all’orale, e nel migliore
dei casi, non posso discostarmi di molto dal voto dello scritto).

Un voto positivo (dal 18 in sli, ossia escluso 17*) resta valido per max 4 mesi dallo scritto ma viene
immediatamente cancellato con la consegna di uno scritto successivo o con lo svolgimento di un orale.



Parte 1
Testi deil temi d’esame

Prova scritta di Matematica II - 20 settembre 2007 - FILA B
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; parallelo al piano x + y = 10 e distante 1 da (0,0, 0);

l.a.b. piano IIy passante per (3,5,0) e contenente almeno 2 assi coordinati;

l.a.c. piano II3 costituito dai punti equidistanti da (5, —5,5) e (—5,5,5);

l.a.d. i piani IT;, Iy e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

II;:

m...... My ...... s ...... I
H2: 1 2 3 1
EE 14+1+142/30

1.b. Determinare i valori di a e 8 per cui il seguente sistema

T +y +z

3
g
y +2z 3

{m +y +az

1. ammette una ed una sola soluzione;
2. non ammette alcuna soluzione;
3. ammette infinite soluzioni.

1.) una ed una sola soluzione per:
2.) nessuna soluzione per:

3.) infinite soluzioni per:

24+1+2/30

1.c. Calcolare la distanza tra il punto O = (0,0,0) e la retta di equazioni parametriche R(t) =

1.d.

2.

(V8,2mt+3,1—27t).

d(R,0) =

2/30

Calcolare la distanza tra la retta R; di equazioni x+ = 1 e z = y + 1 e la retta Ry di

equazioni parametriche Ry(t) = (—/7, 7t, 1 — 7t) e determinare se esse siano sghembe
o coplanari. Nel secondo caso, specificare se esse siano incidenti oppure parallele. Se
parallele, specificare se esse siano distinte oppure coincidenti.

d(R1,R2) =
le rette Ry e Ry sono 2+1/30

E data la funzione F(z,y) = (224 y?)(zy — 1) + (x —y)? + a2y .
2.a. Disegnare l'insieme ¥y = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F}



2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

Y

Y

2/30
2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;
2.b) Elencare le selle, 1 massimi, 1 minimi:

N° ...PUNTI DI SELLA:

N? ...PUNTI DI MAX. RELATIVO:

o
N® ...PUNTI DI MIN. RELATIVO:
34+3+2/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani Ilg, II; e Ilo, dove, per ¢ = 0,1,2, II; e il
tangente il grafico di F' nel punto (4,0, F(7,0));

2.c) Equazioni dei piani Iy, IT; e IIo:

IIy: II;: IIy:
14+1+1/30

2.d. Descrivere il domino DI[h] di h(z,y) := [zy(z? + y? — 1)]? in coordinate cartesi

1/30

2.e. Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) = [zy(z% + y? — 1)]? nella regione

Poiche h(z,y) = [F(z,y)]?, e considerato che nell’elevare al quadrato si perde il

piano

ane.

D[h).

segno

ma la funzione (-)? & monotona crescente sui reali non-negativi, possiamo allora avvalerci

dell’analogo studio per la funzione F. Si giunge alle seguenti conclusioni.

2.7)

2/30




3. In un riferimento Cartesiano x,y, z sia F la parte del piano y = 0 descritta dalle disequa-
zioni 2| < z e 22 + 22 < R?, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare E di 180°

attorno all’asse delle z. Sia F' I'intersezione tra M ed il piano z = —%.
3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che F' (sulla destra);
3.b. Esprimere F' ed M in coordinate cilindriche;
3.c. Esprimere F' ed M in coordinate cartesiane;
3.d. Esprimere M in coordinate sferiche;
3.e. Calcolare il volume di M mediante integrazione;
3.f. Calcolare l'integrale triplo [ = [ mu Y drdydz;
3.g. Fornire le coordinate del baricentro B = (xy, yp, 2) di M;
a.1l) Disegnare F a.2) Disegnare F'
2 y
x x
1+2/30
b) ' ed M in coordinate cilindriche
F =
M= 141/30
c) F' ed M in coordinate cartesiane
F =
M= 141/30
d) M in coordinate sferiche
M = 1/30
e)
V=
3/30
f)
I =
5/30
g)
Ty = Yo = Zp =
2/30




Prova scritta di Matematica II - 6 settembre 2007 - FILA C

c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

1l.a.a. piano II; ortogonale al piano 4 — 3y = 0 e contenente uno dei tre assi coordinati;
l.a.b. piano II; costituito dai punti equidistanti da (8, —6,6) e (0,0, 0);
l.a.c. piano I3 tangente alle sfere 22 + y? + 22 < 25 e (z —8)? + (y — 6)? + 22 < 25 nel loro
unico punto di contatto;

l.a.d. i piani IT;, IIy e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

II;:

I ...... Iy ...... s ...... II
IL,: 1 2 3 1
EE 14+1+142/30
1.b. Sono dati i tre versori
0,3+ a,4+a) (34 a,4+,0) ~ (l4+0l,0,3+a])

u = v =
V2a2 +14a+25 V2a2 +14a+25

Determinare i valori di a per cui:

1. w risulta definito; w risulta definito;

2. u e v sono ortogonali; v e w sono ortogonali;
3. u e v sono paralleli; v e w sono paralleli;

4. u-v Aw e massimo; v - v A w € minimo.

V22 flda+25

u risulta definito:

u e v sono ortogonali:

1.)
2.)
3.) u e v sono paralleli:
4.) u-v Aw & massimo:

w risulta definito:
v e w sono ortogonali:
v e w sono paralleli:

u - v A w e minimo:

1+1+41+1/30

1.c. Calcolare la distanza tra le due rette distinte Ry ed Ry di equazioni parametriche Ry (t) =
(v2,27mt+3,1-27t) e Ro(s) = (v/2s, 35—, m+s5) e determinare se esse siano sghembe,

incidenti, o coplanari.

d(Rb RZ) =
le rette Ry e Ry sono ...

2+1/30

1.d. Calcolare la distanza tra la retta R di equazione R(t) = (34 t,5 —¢,0) ed il piano II di
equazione % T+ % Y+ % 2z = 33 e determinare la relazione geometrica che sussiste
tra R e II.
d(R,TI) =

la retta R ed il piano II sono ...

2+1/30




2. B data la funzione F(z,y) = 11zy +22(y+6) — (z+3y+2)(y +3) .
2.a. Disegnare l'insieme 3¢ = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

Y

Y

2/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

3/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani Ily, II; e Ils, dove, per 7 = 0,1, 2, II; ¢ il piano
tangente il grafico di F' nel punto (4,0, F(7,0));

2.c) Equazioni dei piani Iy, II; e II:
Hol Hli Hg:

1+141/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F nella regione R = {(x,y) € R? | 22 + 332 <
3}
2.d)

6/30
2.e. Descrivere il domino D[h] di h(z,y) := /32 (z — y2 — 2) in coordinate cartesiane.
2.e)
DIh] =
1/30
2.f. Determinare tutti i punti estremali di h(x,y) = /3 (x — y2 — 2) nella regione RN
DIh).
2.f)

1/30




3. In un riferimento Cartesiano x,y,z sia F la parte del piano y = 0 descritta dalle dise-
quazioni |z| < |z| < R, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare E di 180° attorno
all’asse delle z. Sia S la sfera di centro I'origine e raggio R e sia Sy, la semisfera ottenuta
intersecando S con il semispazio z > 0. Sia Qgup = M N Sgyp € sia Q¢ I'intersezione tra
M ed il semispazio z < 0. Infine, sia Q = Qsup U Qiny-

3.a. Disegnare sia F (sulla sinistra) che M (sulla destra);

3.b. Esprimere M e ();,; in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere @) in coordinate Cartesiane e Qs in coordinate sferiche;
3.d. Calcolare il volume di (Q mediante integrazione;

3.e. Calcolare 'integrale triplo I = fQ z dxdydz;

3.f. Fornire le coordinate del baricentro B = (zp, yp, 2p) di Q;

a.1l) Disegnare E a.2) Disegnare M
z
X
1/30
b) M e Q;ns in coordinate cilindriche
M =
Qinf = 14+1/30
c) @ in coordinate Cartesiane e (),;, in coordinate sferiche
Q=
qup = 1+1/30
d)
V=
4/30
e)
I =
4/30
f)
Ty = Yo = 2 =
2/30




Prova scritta di Matematica II - 27 giugno 2007 - FILA D
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; tangente nel punto (3,4,0) alla sfera di raggio 5 e centro nell’origine;
1.a.b. piano Ily passante per (3,4,0), (0,1,1), (0,0,0);

l.a.c. piano I3 passante per (3,4,0) e contente la retta P(t) = (3¢t + 3,4t +4,1);
l.a.d. i piani Iy, II; e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

Hli
I ... .. Ils ... .. 5 ...... 11
L. 1 2 3 1
Ils: 14+141+2/30
1.b. Sono dati i tre versori
L (0,0,0) L (0,1,1) R )
u=——(0,a,a v=—(0,1, w = —a, 0, 0).
V2« V2 302 —2a+1

1.b.a. Determinare i valori di « per cui:
1. w risulta definito; w risulta definito;
2. u e v sono ortogonali; v e w sono ortogonali;
3. u e v sono paralleli; v e w sono paralleli;
4. uw-v e massimo; v - w € massimo.

1.) w risulta definito: w risulta definito:

2.) u e v sono ortogonali: v e w sono ortogonali:

3.) u e v sono paralleli: v e w sono paralleli:

4.) w-v & massimo: v - w € massimo: 1-H14141/30

1.b.b. Calcolare v -v A w.

U-vANw=
1/30

1.c. Calcolare la distanza tra le due rette distinte Ry ed Rs di equazioni parametriche x =

\/5, y=7nt+3, z2=1—-nmtex =0,y :3+\/§—8, z = 1+ s e determinare se esse siano
sghembe, incidenti, o coplanari.

d(R1,R2) =
le rette Ry e Ry sono ... ... 34+1/30

1.d. Calcolare la distanza tra la retta R di equazione vettoriale R(t) = (3 +¢,5+¢,t) ed il

piano II passante per 'origine ed ortogonale al versore %(O, 1,1).

d(R,TI) =

2/30




2. B data la funzione F(z,y) = (z — y)? + 2%y — (22 + 32).
2.a. Disegnare l'insieme 3¢ = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

Y

Y

1/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

3/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani Ily, II; e Ils, dove, per ¢ = 0,1, 2, II; ¢ il piano
tangente il grafico di F' nel punto (4,0, 0);

2.c) Equazioni dei piani Iy, II; e II:
1Iy: II;: II:

1+141/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F nella regione R = {(z,y) € R? | 224y?—2x <
121,

2.d)

6/30

2.e. Descrivere il domino D[h] di h(z,y) := log, z(x — 2)y in coordinate cartesiane.

1/30

2.f. Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) := log, (x — 2)y nella regione RN D[h].
2.1)

2/30




3. In un riferimento Cartesiano x,y, z sia F la parte del piano y = 0 descritta dalle disequa-

zioni 0 < z < x < R, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare £ di 360° attorno
R

all’asse delle z. Sia @) l'intersezione tra M ed il piano z = 3.
3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che @ (sulla destra);

3.b. Esprimere M e @ in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere @ in coordinate Cartesiane;

3.d. Calcolare il volume di M mediante integrazione;

3.e. Calcolare l'integrale triplo I = |, v ? drdydz;

3.f. Fornire le coordinate del baricentro B = (xy, yp, 25) di M;
3.g. Calcolare la superfice S di M.

a.1l) Disegnare F a.2) Disegnare @)
z Y
Y x
1+1/30
b) coordinate cilindriche
M =
Q= 1+1/30
c) coordinate Cartesiane
@= 1/30
d)
V =
3/30
e)
I =
3/30
f)
Ty = Yo = 2p =
2/30
g)
g —
2/30




FAX-SIMILE tema 18/aprile/2007 10

Prova scritta di Matematica II - 18 aprile 2007 - FILA D
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi
COGNOME E NOME . ... e,
N. di matricola .................. FIRMA. ... .

1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; passante per (1,—1,1) e ortogonale a (3,2,0);

l.a.b. piano IIy passante per (0,—3,3), (12,0,0), (3,—6,0);

l.a.c. piano I3 passante per (3,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) =
(3t+1,2t —2,0).

l.a.d. quale relazione geometrica osserviamo tra i piani IIy, II; e II3? Sono paralleli (P),
ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

I;:
L,: I ...... Iy ...... Iy ...... I,
II3: 1+1+1+2/30
1.b. Siano dati tre vettori
u=(1,2,0) v=(a—-1,2a-2,2—-2q) w=(2,0,1).

1.b.a. Determinare i valori di « per cui:

1. u e v sono ortogonali; oppure v e w sono ortogonali;
2. u e v sono paralleli; oppure v e w sono paralleli.

1.) u e v sono ortogonali: v e w sono ortogonali:
2.) u e v sono paralleli: v e w sono paralleli:
1+1/30
1.b.b. Calcolare u - v A w e dire per quali valori di a u - v A w risulta negativo.
U-vAW=
u-vAw<0 per ...... 1+1/30

1.c. Calcolare la distanza tra le rette sghembe Ry ed Rs di equazioni parametriche x =5, y =

1,222\/§t+11\/7r—3ex:—7—561\/77—1—23,y:561\/7r+2s,z:1.

d(R1,Rs) =
4/30

1.d. Calcolare la distanza tra il punto P = (2,3,4) ed il piano II passante per origine ed
ortogonale al vettore (0,1,1).

d(P,TI) =

2/30




FAX-SIMILE tema 18/aprile/2007 11

2. B data la funzione F(z,y) = (z — 4)(zy? — 4z +3y2 —12) — 12+ 32 (z + 3) — 4.
2.a. Disegnare l'insieme 3¢ = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

Y

Y

1/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

4/30

2.c. Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (1, 1,24);

2.c) Equazione del piano tangente F in (1,1,24):

2/30
2.d. Determinare tutti i punti estremali di F' nella regione R = {(z,y) € R? | 22+y? < 25}.
2.d)
6/30
2.e. Descrivere il domino D[h] di h(z,y) := /49 (z — 4) in coordinate cartesiane.
2.e)
Dh] =
1/30
2.f. Determinare tutti i punti estremali di h \/ 49 (x )(y? — 4) nella regione
RN Dih).
2.1)

2/30




FAX-SIMILE tema 18/aprile/2007 12

3. Sia B = {(z,y,2) eR3 |2 =0, 22 +3?> + 22 -8y + 15 < 0}. Sia Mg il solido che si
ottiene facendo ruotare E attorno all’asse delle z. Sia R l'intersezione tra Mg ed il piano
_ 3
z = 5 -
3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che R (sulla destra);
3.b. Esprimere Mg ed R in coordinate cilindriche;
3.c. Esprimere R in coordinate Cartesiane;
3.d. Calcolare il volume di Mg mediante integrazione;

3.e. Calcolare 'integrale triplo I = fME z4+x+zy dedydz;
3.f. Calcolare la superfice S di R.

a.1l) Disegnare E a.2) Disegnare R
z y
y X
1+1/30
b) coordinate cilindriche
Mg =
R= 14+1/30
c) coordinate Cartesiane
k= 1/30
d)
V =
4/30
e
) I
3/30
f)
S —
2/30




FAX-SIMILE tema 18/aprile/2007 13

LEGGERE CON MOLTA ATTENZIONE:

PROCEDURA DA SEGUIRE PER L’ESAME -controllo

1) Vostro nome, cognome e matricola vanno scritti, prima di incominciare il compito, negli appositi spazi previsti
nell'intestazione di questa copertina. Passando tra i banchi verifichero ’esatta corrispondenza di alcune di queste
identita. Ulteriori verifiche alla consegna.

2) Non & consentito utilizzare alcun sussidio elettronico.

3) E consentito 1'utilizzo di materiale cartaceo, a piacere, ma non & consentito lo scambio tra di voi di alcun
materiale.

4) Una volta che sono stati distribuiti i compiti non ¢ possibile allontanarsi dall’aula per le prime 2 ore. Quindi:
(1) andate al bagno prima della distribuzione dei compiti e (2) non venite all’esame solo per fare i curiosi (i testi
vengono pubblicati sul sito successivamente all’esame).

PROCEDURA DA SEGUIRE PER OGNI ESERCIZIO -assegnazione punti
1) La risoluzione COMPLETA ed ESAURIENTE dell’esercizio “in bella copia” deve trovare spazio in fogli
da inserire in questa copertina ripiegata a mo’ di teca (intestazione con vostri dati personali su faccia esterna
della teca, per facilitd di controllo).
2) Tutti i fogli consegnati, inclusa la copertina, debbono riportare NOME, COGNOME e MATRICOLA (sia per
lassegnazione dei punti che per il controllo).
3) Trascrivere i risultati ottenuti negli appositi riquadri della copertina.

ATTENZIONE: All’elaborato verra data una prima valutazione in base ai risultati riportati negli appositi
riquadri della copertina. Solamente nel caso in cui tale provvisoria valutazione sia superiore ai 16/30, si procedera
allora alla correzione dello svolgimento degli esercizi come riportato sui fogli allegati e verra quindi data la
valutazione finale.

COMUNICAZIONE ESITI E REGISTRAZIONE VOTI -completamento esame

I voti verrano resi disponibili sotto SINDI. Dal 18 in st potete registrare il voto: basta che esprimiate il vostro
consenso sotto SINDI. Ad alcuni di voi verra richiesto di completare la prova scritta con un orale, ma costoro
sono esonerati dal presentarsi a me per un orale qualora intendano comunque rifare lo scritto. I voti scadono dopo
alcuni mesi (li garantiamo per 3 mesi) od alla consegna di un successivo scritto.



1.a.

Prova scritta di Matematica II - 29 marzo 2007 - FILA B
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

(pt: 14+1+1+41/30) Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; passante per (1,1,1) e ortogonale a (2, —3,5);
l.a.b. piano IIy passante per (0,—1,1), (4,0,0), (1,—-2,0);
l.a.c. piano II3 passante per (5,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) =

(3t+3,2¢—2,0).

1l.a.d. quale relazione geometrica osserviamo tra i piani I, IIy e II37

1.b.

In un riferimento Cartesiano x, ¥y, z sono dati i tre punti e vettori

P=u=(1,2,0) Q=v=(0,1,2) T=w=(20,1).

1.b.a. (pt: 1/30) Calcolare u-v A w.
1.b.b. (pt: 1/30) Determinare larea del triangolo di vertici P, @ e T
1.b.c. (pt: 14+1/30) Determinare la distanza di 7" dalla retta rpg passante per P e @ e

1.c.

1.d.

la distanza di P dalla retta rgr passante per @ e T'.

(pt: 3/30) Calcolare la distanza tra il punto P = (0,0,1) e la retta R di equazioni
z=2—yez=2—x. Esprimere R in forma parametrica.

(pt: 4/30) Calcolare la distanza tra le rette sghembe Ry ed Ry di equazioni parametriche
r=1,y=12=2tex=—1,y=165V/2s+3, 2 = 1.

. E data la funzione F(z,y) =5y —2)?+10y(x —y) +5.

2.a. (pt: 2/30) Disegnare l'insieme ¥y = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;
2.b. (pt: 3/30) Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.c. (pt: 2/30) Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto
(1,1,5);

2.d. (pt: 5/30) Determinare tutti i punti estremali di F' nella regione R, dove R =
{(z,y) eR? : 92% +4y* —36<0}.

2.e. (pt: 1/30) Descrivere il domino D[h| di h(z,y) := /522 —5y% + 5 in coordinate
cartesiane.

2.f. (pt: 2/30) Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) = /522 —5y? + 5 nella
regione R = NDIh|.

. In un riferimento Cartesiano x, ¥, z sia E la parte del piano x = 0 delimitata dai paraboloidi

z2=5—(y—22—(r—2)%e 2= -5+ (y—2)%+ (z — 2)%. Sia My il solido che si ottiene
facendo ruotare F attorno all’asse delle z. Sia R l'intersezione tra Mg ed il piano z = 1.

3.a. (pt: 1+1/30) Disegnare sia E (sulla sinistra) che R (sulla destra);

3.b. (pt: 1+1/30) Esprimere Mg in coordinate cilindriche ed R in coordinate Cartesiane;
3.c. (pt: 4/30) Calcolare il volume di Mg mediante integrazione;

3.d. (pt: 4/30) Calcolare l'integrale triplo I = fM z+4+axy dedydz;

3.e. (pt: 1+2/30) Calcolare la lunghezza L di R ed impostare un integrale per il computo
della superfice S di Mg.
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1.b.

1.d.

Prova scritta di Matematica II - 6 dicembre 2006 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

. Calcolare la distanza tra i punti P = (2,3,5) e Q = (1, -6, 2).

1/30

Calcolare la distanza tra il punto P = (2,3,5) ed il piano ¥ : 4z — 2y + 4z = 4.

d(P, %) =

2/30

. Calcolare la distanza tra il punto P = (2,3,5) e la retta R di equazioni 4z — 2y + 4z = 2

e z = x. Esprimere R in forma parametrica.

d(P,R) =

x
R: Y
z

3/30

Calcolare la distanza tra le rette sghembe Ry ed Ry di equazioni parametriche x = 1+t, y =
1-6t,z=2tex=1+4+2s,y=>5+15s, 2 = —2 4 6s.

d(Ry1, Ry) =
4/30

. Calcolare per quale valore di « il piano ¥, di equazione ax — 3y + az = —4 « risulta

parallelo al piano ¥; di equazione 4z — 2y 4+ 4z = 2. Determinare quindi la distanza tra
questi due piani paralleli.

Yo
1/30

d(Xq1,%,) =

2/30

. B data la funzione F(z,y) = 322 — 332.

2.a. Disegnare l'insieme g = {(x,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F’;

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

1/30
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2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

3/30

2.c. Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di ' nel punto (0,0, 0);

2.c) Equazione del piano tangente F' in (0,0,0):

2/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F' nella regione 922 + 44> < 36.
2.d)

5/30

. In un riferimento Cartesiano z,y, z sia F la parte del piano x = 0 contenuta tra due cerchi
concentrici C7 e Cy con centro 'origine e raggio Ry = 3 ed Ry = 5 rispettivamente. Sia
M il solido che si ottiene facendo ruotare E attorno all’asse delle z. Sia Mg il solido
ottenuto come intersezione tra Mg ed il semispazio {z > R;1}. Sia R la superfice ottenuta
come intersezione tra Mp ed il piano = = 0.

3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che R (sulla destra);
3.b. Esprimere Mg ed R in coordinate Cartesiane;

3.c. Calcolare il volume di Mpr mediante integrazione;
3.d. Calcolare I'integrale triplo I = | My TY dx dydz .

a.1l) Disegnare I a.2) Disegnare R
2/30
b)
Mg =
R = 3/30
c)
V=
5/30
d
)
3/30
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Prova scritta di Matematica II - 28 settembre 2006 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i tre punti e vettori

1.a.

1.b.

1.d.

P=u=(3,4,0) Q=v=(0,3,4) T=w=(4,0,3).
Calcolare u - v A w.
u-vANw=
1/30
Determinare I’area del triangolo di vertici P, Q e T
Area(PQT) =
2/30

. Determinare la distanza di 1" dalla retta rpg passante per P e @ e la distanza di P

dalla retta rgr passante per @ e T

d(T, TPQ) = d(P, T’QT) =
3/30

Determinare le seguenti equazioni:

1.d.a equazioni del piano II passante per P, @, e T;
1.d.b equazioni parametriche della retta r passante per P e parallela al segmento QT;
1.d.c equazioni simmetriche della retta 7.

xr =

Z= 2+242/30

2. E data la funzione F(z,y) =223y — 8xy.

2.a.

Disegnare I'insieme Xy = {(z,y) | F(x,y) =0 } e studiare il segno di F}

2.a) Disegnare I'insieme > e studio del segno:

1/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

4/30

17



2.c. Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (1,2, —12).

2.c) Equazione del piano tangente F'in (1,2, —12):

3/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F' nel quadrato @ di spigoli (—2,—2) e (2,2).
2.d)

5/30

. In un riferimento Cartesiano z,y, z sia E la parte del piano y = 0 descritta dalle dise-
quazioni |z| < |z| < R, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare E di 180° attorno
all’asse delle z.

3.a. Disegnare sia F (sulla sinistra) che M (sulla destra);
3.b. Esprimere M in coordinate Cartesiane;

3.c. Calcolare il volume di M mediante integrazione;
3.d. Calcolare l'integrale triplo I = | u 2 drvdydz;

3.e. Calcolare la superficie di M.

a.1l) Disegnare E a.2) Disegnare M
1/30
b) M =
2/30
c)
V=
5/30
d
)
3/30
e)
S =
4/30

18



Prova scritta di Matematica IT - 31 agosto 2006 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:
l.a.a piano I passante per (1,1,0),(2,1,0),(0,2,2);
l.a.b piano Il passante per (0,2,2) e ortogonale a (0,2, —1);

l.a.c piano II3 contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (1+¢,1,0) e che interseca
il piano y — z nel punto (0, 2, 2).

Hli
H2:
I5: 24+242/30
1.b. In un riferimento Cartesiano x, ¥, z sono dati i tre punti e vettori
P=u=(3,4,0) Q=v=(0,3,4) T=w=(4,3,0).
1.b.a. Calcolare u - v A w.
u-vANw=
1/30
1.b.b. Determinare I’area del triangolo di vertici P, Q e T.
Area(PQT) =
2/30

1.b.c. Determinare la distanza di T' dalla retta rpg passante per P e @ e la distanza di P
dalla retta rgr passante per @ e T

d(T, TPQ) = d(P, TQT) =

3/30

2. E data la funzione F(z,y) =2zy —2%y.
2.a. Disegnare I'insieme ¥y = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F}

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

1/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;
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2.b) Elencare i punti stazionari di F' specificandone la natura:

4/30

2.c. Determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (1,2, 2).

2.c) Equazione del piano tangente F' in (1,2,2):

4/30

2.d. Determinare tutti gli estremi di F nella regione R = { (z,y) : 322 — 62+ y? <

2.d)

7/30

. In un riferimento Cartesiano x, ¥, z sono dati: F = parte del piano y = 0 descritta dalle
disequazioni 22 + 22 < R? e |z| < |z|, e M = solido che si ottiene facendo ruotare E di

180° attorno all’asse delle z.

3.a. Disegnare sia F (sulla sinistra) che M (sulla destra);
3.b. Esprimere M in coordinate Cartesiane;

3.c. Calcolare il volume di M mediante integrazione;
3.d. Calcolare I'integrale triplo I = | u ?drdydz;

3.e. Calcolare la superficie di M.

a) Disegnare sia E (sulla sinistra) che M (sulla destra)
1/30
b) M=
1/30
c
) v
3/30
d
) I
4/30
e
) o
7/30
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Prova scritta di Matematica IT - 5 luglio 2006 - FILA A

c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

l.a. (1pt +2pt) Calcolare per quale valore di « il piano X, di equazione 10z+10ay—20 z =
15 « risulta parallelo al piano ¥ di equazione 2x + 4y — 42z = 0. Determinare quindi la
distanza tra questi due piani paralleli.

1.b. (3pt) Verificare che le rette Ry ed Ry di equazioni simmetriche x =y =zez+1 =
y/2 = z/3 sono sghembe, e calcolarne la distanza.

1.c. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i tre punti e vettori

P=u=(1,-2,3) Q=uv=(0,-1,-2) T=w=(4,-1,8).
l.c.a. (2pt)
Calcolare u - v A w.
l.c.b. (2pt) Determinare l'area del triangolo di vertici P, @ e T
l.c.c. (2pt) Determinare I'equazione del piano II; passante per P, Q e T.

2. E data la funzione F(z,y) =222y —4zy.

2.a. (1pt)

Disegnare l'insieme ¥y = {(z,y) | F(x,y) = 0 } e studiare il segno di F}

2.b. (4pt) determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

2.c. (4pt) determinare ’equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (1,2, —4).

2.d. (7pt) determinare tutti i punti di massimo e di minimo della funzione nel quadrato
@ con vertici in (0,0) e (2,2).

3. In un riferimento Cartesiano z,y, z, sia Mg l'intersezione della palla di raggio R centrata
nell’origine con il semispazio {z > R/2}.

3.a. (1pt)
3.b. (1pt)
3.c. (5pt)
3.d. (8pt)

Disegnare Mp (o una sua sezione significativa);
esprimere Mp in coordinate Cartesiane;
calcolare il volume di Mg mediante integrazione;

calcolare la superficie di Mg.
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1.a.

1.b.

1.d.

Prova scritta di Matematica I1 - 31 marzo 2006 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

(pt: 1/30)

Calcolare la distanza tra i punti P = (4,6,—-2) e Q = (1,—6,2).

(pt: 2/30)

Calcolare la distanza tra il punto P = (4,6, —2) ed il piano ¥ : 4o — 2y + 4z = 2.
(pt: 3/30)

Calcolare la distanza tra il punto P = (4,6, —2) e la retta R di equazioni 4 — 2y + 4z = 2

=_1
ez=—3.

(pt: 14+2/30)

Calcolare per quale valore di « il piano Y, di equazione 6x — 3y + az = —« risulta parallelo
al piano ¥ di equazione 4x — 2y + 4z = 2. Determinare quindi la distanza tra questi due
piani paralleli.

(pt: 3/30)
Calcolare la distanza tra le rette sghembe R; ed R di equazioni parametriche z = 1+t, y =
146t,z=2tex=1+42s,y=5+15s, 2 = —2 4 6s.

(pt: 7/30)
Determinare tutti i punti di massimo e di minimo della funzione

F(z,y) = 22% — 4o 4+ 2% + 2,

nella regione 222 + 3y? < 16, specificando la natura di tali estremi (assoluti o relativi).

(pt: 16/30)

In un riferimento Cartesiano x,y, z, sia Mg l'intersezione della palla di raggio R centrata
nell’origine con il cono con vertice nell’origine, asse di simmetria coincidente con 'asse
delle z, e la cui intersezione con il piano y = 0 ¢ data da {(x,0,2) | z > |z| }.

3.a (pt: 1/30)

Disegnare Mp (o una sua sezione significativa);
3.b (pt: 1/30)

esprimere Mp in coordinate Cartesiane;
3.c (pt: 6/30)

calcolare il volume di Mg mediante integrazione;
3.d (pt: 8/30)

calcolare la superficie di Mpg.
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1.

4.b.

Prova scritta di Matematica II - 16 marzo 2006 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

In un riferimento Cartesiano x, ¥y, z sono dati i tre punti e vettori
P=u=(2,4,4) Q=v=(4,2,0) T=w=(6,0,8).

l.a. (pt: 2/30)
Calcolare u - v A w.
1.b. (pt: 2/30)
Determinare I’area del triangolo di vertici P, Q e T'.
l.c. (pt: 2/30)
Determinare I’equazione del piano II; passante per P, Q e T.
1.d. (pt: 2/30)
Determinare 1’equazione del piano Il passante per P = (2,4,4) e che ¢ tangente in
P alla sfera S di raggio 6 centrata nell’origine.

l.e. (pt: 2/30)
Determinare le equazioni parametriche della retta R; passante per P ed ortogonale
a II; e le equazioni parametriche della retta Ro passante per P ed ortogonale a Ils.

1.f. (pt: 3/30)
Sia P; il punto diverso da P in cui R; interseca la sfera S. Sia P» il punto diverso da
P in cui Ry interseca la sfera S. Fornire le distanze d(P;, P) e d(Ps, P).

(pt: 7/30)
Determinare tutti i punti di massimo e di minimo della funzione

F(x,y) = 22% + 3y* — 4z — 5,
nella regione x2 + 32 < 16, specificando la natura di tali estremi (assoluti o relativi).

(pt: 8/30)
In un riferimento Cartesiano z,y, z sono dati: E = parte del semipiano y = 0, x > 0

descritta dalle disequazioni 2 + 22 < 4 e z < x, e M = solido che si ottiene facendo
ruotare E di 360° attorno all’asse delle z. Calcolare I'integrale triplo

I:/ zdrdydz.
M

(pt: 3/30)
Calcolare la lunghezza dell’arco di parabola y = ax
(pt: 5/30)

Calcolare ’area della superfice ottenuta facendo ruotare attorno all’asse delle y ’arco di
parabola di cui al punto precedente.

2 compreso tra i punti (0,0) e (1,a).
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=

Prova scritta di Matematica II - 14/12/2005
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

(pt: 2/30)
In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i vettori

u=(2,2,1) v=(0,1,2) w = (4,0,3).
Calcolare v - v A w.

(pt: 8/30)
Determinare I'equazione del piano II passante per P = (2,2,1) e che ¢ tangente in P alla
sfera centrata nell’origine (e passante per P).

(pt: 10/30)

Determinare tutti i punti stazionari della funzione F : R? — R,

F(z,y) = y(z + 1)%,
specificandone la natura.

(pt: 14/30)

In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati:
E={(2,0,2)| x>0, 2 +y* <4, 0< 2<V3z }

M = solido che si ottiene facendo ruotare E di 360° attorno all’asse delle z.

4.a (pt: 2/30)
Disegnare I'insieme E nel piano Cartesiano z, z;
4.b (pt: 5/30)
calcolare I'area A(FE) dell'insieme E;
4.c (pt: 2/30)
descrivere e disegnare 'insieme M nel riferimento Cartesiano z,y, z;
4.d (pt: 5/30)
calcolare l'integrale triplo

I:/ zdrdydz.
M
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1.

Prova scritta di Matematica II - 15/9/2005
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

(pt: 3+3+3/30)

Determinare le equazioni dei seguenti piani:

(a) piano II; passante per (1,1,0),(2,1,0),(0,2,2);
(b) piano Il passante per (0,2,2) e ortogonale a (0,2, —1);

I

(¢) piano II3 contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (1+4t¢,1,0) e che interseca
lasse delle x nel punto (0, 2,2).

(pt: 3+4+5/30)

E data la funzione
Fz,y) =z(x - 1)y.

2.a (pt: 3/30)

Disegnare I'insieme Xy = {(z,y) | F(x,y) =0 } e studiare il segno di F}
2.b (pt: 4/30)

determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;
2.c (pt: 5/30)

determinare I’equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (2,1, 2).

(pt: 14+1+10/30)
In un riferimento Cartesiano x,y, z, sia Mg l'intersezione della palla di raggio R centrata
nell’origine con il semispazio {z > R/2}.
3.a (pt: 1/30)
Disegnare Mp (o una sua sezione significativa);
3.b (pt: 1/30)
esprimere Mp in coordinate Cartesiane;
3.c (pt: 10/30)
calcolare il volume di Mg mediante integrazione.
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Prova scritta di Matematica IT - 24/6/2005

1. Dati il piano Iy di equazione z + 2y — z = 0 e il punto Py = (2,1, 2),

a) determinare equazioni parametriche della retta R; passante per Py ed ortogonale a Il;

Ry......
4/30
b) determinare la minima distanza d(FPy,Ily) del punto Py dal piano IIj.
d(Po, o) = 4/30

c¢) determinare le equazioni Cartesiane della sfera di centro Py che ¢ tangene il piano Ilj.

4/30
2. E data la funzione reale di due variabili reali F(z,y) = y(2 — y)z.
(a) Determinare I'insieme di livello g = {(z,y) € R? | F(x,y) =0 };
(b) studiare il segno di F;
(c) determinare i punti stazionari di F' studiandone la natura.
Disegnare I'insieme Xy e tratteggiare I'insieme su cui F' e positiva
(2+4)/30
Elencare 1 punti stazionari specificandone la natura
6/30
3. Sia M ={(z,y,2) eR3 | 2? + 32+ 22 <1, a2 +y2 < 1 }.
(a) Descrivere e/o disegnare M (o una sua sezione significativa);
(b) calcolare mediante integrazione il volume V(M) di M.
a)
4/30
Y v =
6/30
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Prova scritta di Matematica II - 6/4/2005
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

1. In un sistema di riferimento Cartesiano sono dati i punti P; = (3,2,0) e P, = (0,1,2).

(a) Calcolare d =distanza Euclidea dei punti P; e Ps;
(b) calcolare P - Py;
(c) calcolare P A Py;

)

(d) determinare il punto Py di intersezione della retta R passante per P; e per P, con il
piano II; di equazione x +y + 2z = 1;
(e) determinare I'equazione del piano Il passante per Py ed ortogonale a R.

d= 2/30
PP = 2/30
Pi AP, = 2/30
Py = 3/30
... 3/30

2. E data la funzione reale di due variabili reali
F(z,y) = y* —4a®y.

a) Determinare ¥y = {(z,y) € R? | F(x,y) =0 } e studiare il segno di F;
b) determinare i punti stazionari di F' studiandone la natura.

a) Disegnare 'insieme Y, tratteggiare l'insieme su cui F ¢ positiva

4/30
b) 4/30

3. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati gli insiemi

A={(r,y,2) eR’ |2® + ¢ + 22 <4} B={(z,y,2) eR’ [ 2> Va2 +4?}
ed M = AN B.
a) Disegnare e/o descrivere gli insiemi A, B, M (o loro sezioni significative).

1+141/30
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b) Calcolare I = [, z dzdydz.

I =
8/30

SOLO PER MATEMATICA 1
E data la funzione reale di variabile reale f definita da

(1—2°)?
+z
Disegnare il grafico di f, determinando in particolare il dominio D(f) di definizione di f, i
limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti, eventuali punti di massimo e/o minimo locale,
monotonia, 'immagine di f.
Determinare inoltre le coordinate del punto Py di intersezione della retta tangente il grafico
di f nel punto (2/3, %) con l'asse delle y.
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Prova scritta di Matematica II - 16/3/2005
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

1. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i punti P, = (1,1,0), P» = (1,0,—1), P3 =
(0,1,1) e @ = (1,2,3).

l.a. (3pt) Dimostrare che i punti P;, P», P35 non sono allineati e determinare ’equazione
del piano II; contenente in punti P;, P», Ps;

1.b. (3pt) determinare l’equazione del piano Iy passante per @ e parallelo a IIy;
l.c. (4pt) calcolare la distanza di @ dal piano IT;.

2. E data la funzione reale di due variabili reali
F(z,y) = (:132 + y2)2 —Ty.

2.a. (2pt) Studiare il segno delle funzioni x — F(x,0) e z — F(z,x) (cioe il segno delle
restrizioni di F alle rette y =0 e y = x;

2.b. (4pt) determinare i punti stazionari di F' e

2.c. (4pt) studiarne la natura (qui & utile lo studio effettuato in (a)).
3. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati gli insiemi
C = {yz2) ek |22 +y° <1}
S = {(5,y,2) €RY |z =athy? -2}
Yo = {(z,y,2) R} | 2= /a2 +y2+1}.

3.a. (2pt) descrivere e/o disegnare gli insiemi C, 31, Y5 (o loro sezioni significative);

3.b. (2pt) descrivere e/o disegnare il solido M che ¢ interno a C, ed ¢ compreso fra 3
e Yo;
3.c. (6pt) calcolare il volume di M.
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Prova scritta di Matematica II - 15/12/2004
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina
1. Fra tutti i piani contenenti la retta di equazioni parametriche
T =t, y = 2t, z=t

determinare quello che passa per il punto (1,0, 2).

4/30
2. E data la funzione reale di due variabili reali
F(z,y) = (2> —y)(y - 1).
(a) Determinare 'insieme di livello $o = {(z,y) € R? | F(z,y) =0 };
(b) studiare il segno di F;
(¢) determinare i punti stazionari di F' studiandone la natura.
Disegnare I'insieme Xy e tratteggiare I'insieme su cui F' e positiva
(2+4)/30
Elencare 1 punti stazionari specificandone la natura
6/30
3. Sia
M= {(z,y,2) ER® | 2?2 +9?> =222 <6 }.
(a) descrivere e/o disegnare M (o una sua sezione significativa);
(b) calcolare mediante integrazione il volume V(M) di M.
a)
4/30
V(M) =
6/30
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Prova scritta di Matematica II - 22/9/2004 - FILA A

1. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati il piano Il di equazione x — y + 2z =0 e il
punto Py = (3,2,1).

i) Fornire equazioni parametriche della retta R; passante per Py ed ortogonale a Ilp;

i)
Ry......
4/30
i1) determinare la minima distanza d(FPy,Ily) del punto Py dal piano IIj.
)
d(Py,Tlp) =
6/30

2. Si consideri la funzione reale di due variabili reali F'(x,y) = arctan(z? — y?).

i) Individua l'insieme di livello $o = {(x,y) € R? | F(z,y) = 0} e studia il segno di F};
Disegnare I'insieme Xy e tratteggiare I'insieme su cui F' e positiva

(242)/30
i1) Determinare e studiare la natura di tutti i punti stazionari di F.
Elencare 1 punti stazionari specificandone la natura
4/30
3. Sia M ={(z,y,2) ER3|0< 2 < /a2 +y2, 1 <a?+y?+22 <4},
i) descrivere e/o disegnare M (o una sua sezione significativa);
i)
2/30
i1) esprimere M in coordinate sferiche p, § =longitudine, ¢ =latitudine;
Msferiche = {(P,9,¢) | } 4/30
i1i) calcolare mediante integrazione il volume V(M) di M.
Vol(M) =
6/30
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Prova scritta di Matematica II - 8/9/2004 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

1. In un riferimento Cartesiano x, ¥y, z sono dati il piano IIy di equazione x +2y —2z =1 e la
retta Ry di equazioni
T+y 0,
{ 0

z

i) Determinare il punto Py di intersezione fra il piano Il e la retta Ry;

Py =
2/30
i1) determinare equazioni parametriche della retta R; passante per Py ed ortogonale a
Lp;
Ry......
4/30
i1i) determinare il piano II; contenente la retta R; e passante per l'origine.
I ......
4/30
2. E data la funzione reale di due variabili reali
F(z,y) = (@y® —y - 1> + (y* = 1),
i) Determinare I'insieme di livello 3o = {(z,y) € R? | F(x,y) =0 };
Yo =
2/30
i1) determinare e studiare la natura di tutti i punti stazionari di F;
Elencare 1 punti stazionari specificandone la natura
6/30
3. calcolare mediante integrazione il volume del solido
M ={(z,y,2) ER} | 2> Va2 + 42, 2* +y* + 22 <4 }.
Vol(M) =
10/30
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Prova scritta di Matematica II - 14/7/2004 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

1 — i) In un riferimento Cartesiano z,y, z sono dati i vettori
u=(1,2,2) v=(2,1,0) w=(3,0,4).

Calcolare v - v A w.

U-vANw=

2/30

1 —ii) Determinare 1’equazione del piano II passante per P = (1,2,2) e che ¢ tangente in P
alla sfera di raggio 3 centrata nell’origine.

IT...
8/30
2 Determinare tutti i punti stazionari della funzione F : R? — R,
F(z,y) = x(y +2)%,
specificandone la natura.
10/30

3 In un riferimento Cartesiano z,y, z sono dati: £ = parte del semipiano y = 0, x > 0 descritta
dalle disequazioni 2 4+22<4ez2< x, e M = solido che si ottiene facendo ruotare E di
360° attorno all’asse delle z. Calcolare I'integrale triplo

I:/ zdrdydz.
M

10/30
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Prova scritta di Matematica II - 30/6/2004
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

1. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i vettori Py = (1,0,1) e v = (0, 1, 2).

i) Calcolare Py -v e Py Av;
i1) determinare l’equazione del piano II passante per Py ed ortogonale a v;
iii) determinare le equazioni della retta R passante per Py ed ortogonale a IT;

iv) determinare I’equazione del piano II; contenente la retta R e passante per l'origine;

D

PyAv= 2/30

... 2/30
1i1)

R... 3/30
)

Hl “ee 3/30

2. Determinare tutti i punti stazionari della funzione
F(z,y) = 2%y + 2t + 4>
specificandone la natura.
10/30

3. Sia E il sottoinsieme del piano y = 0 contenuto nel quadrante x > 0,z > 0 e delimitato
dalle curve di equazioni

zz=2,y=0 e z+z=3, y=0.
i) Calcolare

I:/xdxdz.
E

Calcolare il volume del solido M che si ottiene facendo ruotare E di 60° in senso antiorario
attorno all’asse delle z.

5/30

5/30
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Prova scritta di Matematica II - 2/4/2004 - FILA A

1. In un riferimento Cartesiano x,y,z sia R la retta di equazioni x = 0,y = z e sia Fy il
punto di coordinate (2,1,0). Determinare:

i) il piano II contenente R e Py;

II...
3/30
i) la retta Rt passante per Py ed ortogonale a R;
R+ ...
3/30
i71) la distanza d(Pp, R) del punto Py dalla retta R.
d(Py, R) =
4/30

2. Si consideri la funzione reale di due variabili reali F(z,y) = (22 — 1)(y? — 9).

i) Disegnare I'insieme di livello $o = {(z,y) € R? | F(z,y) = 0} e studiare il segno di F};

Disegnare I'insieme ¥ e individuare I'insieme su cui £’ € positiva

(2+2)/30

i1) determinare tutti i punti stazionari di F;

iii) studiare la natura di tutti i punti stazionari di F.

Elencare 1 punti stazionari di F' specificandone la natura:

ii)=2/30, iii)=4/30

3. Calcolare il volume V(M) del solido M = {(z,y,2) | 42? +4y> < 2 <1 }.

V(M) =
10/30
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Prova scritta di Matematica II - 17/3/2004 - FILA A
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Musina

. Determinare o € R in modo tale che i vettori
P = (04,1,2) Q = (3,—01, 1)

risultino ortogonali.

o =
3/30
. Determinare 3, A € R in modo tale che i vettori
A=(V3.1,8)  B=(3,8
risultino paralleli.
ﬂ = )\ =
4/30
. Determinare I’equazione del piano II passante per in punti
C=(-1,1,2) D=(3,1,1) E=(2,22).
4/30
. In un riferimento Cartesiano x,y, z sia
Y ={(z,y,2) eR3 |22+ <4, 2=16—4z? —4° },
e sia M il solido compreso fra 3 e il piano di equazione z = 0.
a) Calcolare il volume V(M) di M;
b) calcolare l'area A(X) di 3.
V(M) =
8/30
A(X) =
8/30
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Parte 11
Esercizi Liberi

1. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i punti Py = (2,1,0), P, = (-2,0,1), P» = (1,0,0).

(a) Verificare che i tre punti dati non sono allineati;
(b) determinare I'equazione del piano II passsante per Py, Py, Pa;

(c) determinare le equazioni parametriche di TUTTE le rette contenute nel piano II e passanti
per FPo;

(d) fra tutte queste rette, determinare 'unica retta Ry che passa anche per P; e I'unica retta Ry
che interseca ortogonalmente Ry nel punto F.

2. E data la funzione rale di due variabili reali

22442

F(z,y) =aye” 2

Studiare il segno di F' ed evidenziare le sue simmetrie;

_
T o

determinare TUTTI i punti stazionari specificandone la natura;

determinare I'equazione del piano tangente il grafico di F in P = (V2,v/2,2¢72);

3

—
e
~— — —

=

Dimostrare che i punti di minimo/massimo locale trovati sono rispettivamente punti di mini-
mo/massimo assoluti. Suggerimento: usare la disuguaglianza 2|zy| < 22 + 32 e lo studio del
grafico della funzione f(s) = se™* per provare che —e~! < F(z,y) <e!.

3. Disegnare in un riferimento Cartesiano x,y l'insieme E che in coordinate polari ¢ dato da

3 2 }
<r<——~_ .

1
<p< 2, — :
- T 4 sin 0 sin 0

Bpot = {(r, 0) :

1

4. Sia A la parte del disco di raggio 2 centrato nell’origine, che & contenuta nel semipiano y > 0 ed &

compresa fra le rette di equazioni y = \/ig e y = v/3z. Calcolare

I:/x2 dxdy .
A

5. In un riferimento Cartesiano x,y, z sia M il solido che in coordinate cilindriche & dato da
My ={(r,0,2) | r<]z|, 0<6<27}.

Descrivere e/o disegnare M o una sua sezione significativa, e calcolarne il volume mediante inte-
grazione.

1. In un riferimento Cartesiano z,y, z sono dati i punti P, = (7,3,2), P» = (3,1,2) e P; = (5,3,0).

(a) Verificare che i tre punti dati non sono allineati;
(b

) determinare ’equazione del piano II passante per Py, Py, Ps;
(c) calcolare la (minima) distanza del piano IT dall’origine;
)

(d) determinare i punti di intersezione del piano II con i tre assi Cartesiani.

2. E data la funzione rale di due variabili reali
F(z,y) = y(z+2)°.

(a) Disegnare in un riferimento Cartesiano z, y alcuni significativi insiemi di livello ¥, := {(x,y) €
R? | F(x,y) = c} al variare di ¢ € R. In particolare, disegnare I'insieme Yo;

(b) studiare il segno di F e individuare in un riferimento Cartesiano z,y Uinsieme su cui F &
positiva;
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(c) calcolare per ogni (z,y) € R? il gradiente e I'Hessiano di F in (z,y);

(d) determinare tutti i punti stazionari di F' e studiarne la natura (determinare ciog se si tratta
di punti di minimo o massimo locale o altro);

e) provare che il punto P = 2,1, 1) appartiene al grafico di F e determinare equazione del
a g
piano tangente il grafico di F' in P.

. Sia A la sfera di raggio 4 centrata nell’origine di un riferimento Cartesiano (z,y, z), privata della
sfera di raggio 2 centrata nell’origine. Sia inoltre C' = {(z,y,2) € R3 | 22 > 22 +y? },e M = ANC.
(a) Descrivere e/o disegnare M (o una sua sezione significativa);
(b) esprimere M in coordinate sferiche p, # =longitudine, ¢ =latitudine;

(¢) esprimere M in coordinate cilindriche r, 6, z.

. Determinare I’equazione del piano II passante per Py = (2, 3,0) ed ortogonale al vettore v = (0,1, 1).
Calcolare poi la distanza del punto P, = (4,0,2) dal piano II

Suggerimento: determinare ’equazione parametrica della retta R passante per Pi ed ortogonale a II; tale
retta R interseca il piano II in un punto P che ¢ il punto di minima distanza di P; da II.

. Determinare una parametrizzazione v della curva I' che si ottiene intersecando il piano II dell’es.
1 con il cilindro che ha come asse di rotazione 1’asse delle z e raggio di base 1. Calcolare inoltre

f’yy ds.

. Si consideri la superficie S descritta dall’equazione
w2y —2=0.

Calcolare I’equazione del piano tangente S nel punto (2, 1,4).

Si noti che S pud essere vista sia come grafico di una funzione R> — R che come insieme di livello di una
funzione R® — R. Si propone e consiglia di svolgere I'esercizio nei due modi.

. TIPOLOGIA PER MATEMATICA 1
E data la funzione reale di variabile reale

202 +x+1
fx) = —/—=—
3z +1
Disegnare il grafico di f, studiando in particolare:
(a) il dominio di f e i limiti agli estremi del dominio;
(b) monotonia, massimi e minimi locali, convessita;
(¢) linsieme immagine.
Determinare inoltre I’equazione della retta tangente il grafico di f nel punto (0, 1).
E data la funzione reale di variabile reale

z+1
2 +1

f(x) =log

Disegnare il grafico di f, determinando in particolare il dominio D(f) di definizione di f, il suo
segno, i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti, eventuali punti di massimo e/o minimo
locale e/o assoluti, monotonia.

Determinare inoltre ’equazione della retta tangente il grafico di f nel punto (1,0).
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Parte 111
Correzioni

1.a.

1.b.

Prova scritta di Matematica II - 20/9/2007 - FILA B

Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; parallelo al piano x + y = 10 e distante 1 da (0,0, 0);

l.a.b. piano I passante per (3,5,0) e contenente almeno 2 assi coordinati;

l.a.c. piano II3 costituito dai punti equidistanti da (5, —5,5) e (=5,5,5);

l.a.d. i piani ITy, IT5 e T3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

La normale al piano IT; passante per (0,0, 0) & data da N(¢) = (¢, t,0) e quindi il punto del piano II;
a minima distanza da (0,0, 0) ha la forma (¢,¢,0). Il valore di ¢ resta determinato dalla condizione
d((0,0,0),(t,t,0)) = 1; ad esempio:

1=1%=d%(0,0,0), (t,t,0)) =t* + t* = 2¢*

da cui segue t = :I:‘/T§ . Abbiamo quindi due soluzioni possibili: una di esse ¢ rappresenta dal

piano di equazione r + y = @ + § = /2 mentre Paltra & rappresenta dal piano di equazione

T+y= —\/5.

Contenendo 2 assi coordinati, il piano IIs sard giocoforza normale al terzo asse (quale esso sia),
ossia normale ad uno dei versori (1, 0, 0) oppure (0, 1,0) oppure (0,0,1). Allo stesso tempo, dovendo
contenere lorigine (comune a tutti e 3 gli assi coordinati), il piano IT; conterra il vettore (3, 5,0) che
perod & normale solamente a (0,0, 1). L’equazione ricercata ¢ pertanto z = 0 dato che la coordinata
z del punto (3, 5,0) vale 0.

Il vettore (5,—5,5) — (—5,5,5) = (10, —10, 0) risulta ortogonale al piano II3 che inoltre passa per

(5,—5,5)+(=5,5,5)
2

il punto = (0,0,5) ed avra pertanto equazione x —y = 0.

I piani II;, II; e II3 sono mutualmente ortogonali, come evidenziato dall’annullamento dei tre
prodotti scalari (1,1,0) - (0,0,1), (0,0,1)-(1,—1,0), e (1,—1,0) - (1,1,0).

Iz +y= V2
I (H) I (H) 3 (H) IL
Hg: z=0
Ha: 2 —y=0 14+1+1+2/30

Determinare i valori di « e 3 per cui il seguente sistema

r 4y H4az = 3
r +ty +z =
y +2z = 3

1. ammette una ed una sola soluzione;
2. non ammette alcuna soluzione;
3. ammette infinite soluzioni.

La prima domanda chiede quando i 3 piani zt4+y+az =3, z+y+2 = e y+ 2z = 3 si incontrano
in uno ed un sol punto. Due rette si incontrano in un sol punto se e solo se non sono parallele.
Analogamente, due piani si incontrano in una retta (cerniera) a meno che essi non siano paralleli.
Questa retta incontrerd poi in un sol punto il terzo piano, a meno che non risulti parallela ad esso.
Pertanto, i tre piani si incontrano in uno ed un sol punto se e solo se i rispettivi vettori normali non
sono coplanari (si noti che la direzione della retta cerniera ¢ ortogonale alle normali ai primi due
piani). Un modo pratico per vedere se i 3 vettori sono coplanari consiste nel verificare I'eventuale
annullamento del prodotto triplo:

1 1
1 1 =24+a—-2—-1=a-1.
0 1

N~ Q
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1.d.

Il sistema ha pertanto una ed una sola soluzione purche a — 1 # 0, ossia « # 1. Si noti quindi che
la risposta alla prima domanda (esistenza ed unicita della soluzione) non dipende in alcun modo
dai termini noti delle tre equazioni ma solo dal determinante della matrice dei coefficienti. Quando
a = 1 si possono presentare due casi a seconda del valore di 5. Qualora 3 # 3 allora la prima e
seconda equazione si contraddicono, e quindi il sistema non ammette alcuna soluzione. (In questo
caso 1 piani descritti da prima e seconda equazione sono paralleli). Se invece 8 = 3 allora le due
equazioni non si contraddicono, anzi, esprimono precisamente la stessa condizione (i due piani sono
coincidenti). A questo punto il numero delle soluzioni é infinito poiché questo piano ribadito con
ridondanza nelle prime due equazioni non e comunque mai parallelo al piano descritto dalla terza
equazione.

1.) una ed una sola soluzione per: «a # 1
2.) nessuna soluzione per: o =1, 3 #3

3.) infinite soluzioni per: a =1, =3

2+1+2/30

. Calcolare la distanza tra il punto O = (0,0,0) e la retta di equazioni parametriche R(t) =

(V8,2mt+3,1—2mt).

Conviene innanzittutto ricorrere ad una parametrizzazione piu semplice, quale R(t) = (\/g , t+3, 1—
t) e realizzare che la retta ha direzione (0, 1, —1). Poiche le altezze cadono ortogonali, risulta utile
individuare il piano passante per O ed ortogonale alla retta: (0,1, —1)-(z,y,2) = (0,1, —-1)-(0,0,0),
ossia y — z = 0. Tale piano interseca la retta nel punto determinato dat+3 =y =2 =1 —t, ossia
nel punto R(—1) = (v/8, 2, 2). La distanza di R(t) da O coincide con la distanza di (v/8, 2, 2) da

Oevale vV8+4+4=4.

d(R,0) =4.
2/30

Calcolare la distanza tra la retta R; di equazioni x = 1 e z = y + 1 e la retta Ry di equazioni

parametriche Ry(t) = (—/7, 7t, 1 — 7t) e determinare se esse siano sghembe o coplanari. Nel
secondo caso, specificare se esse siano incidenti oppure parallele. Se parallele, specificare se esse
siano distinte oppure coincidenti.

Conviene innanzittutto ricorrere ad una parametrizzazione pit1 semplice, quale Ry (t) = (—/7, t, 1—
t). Sinoti ora che, mentre la retta R; ¢ contenuta nel piano x = 1, la retta Rg & contenuta nel piano
x = —/7; quindi d(R1, R2) > 14 /7. Nel contempo, i punti (1,0,1) € Ry e R2(0) = (—V/7, 0, 1) €
R, distano precisamente 1+ /7; quindi d(R;, Ro)=1 + /7.

Nel reperire i due piani ed i due punti mi sono avvalso di un disegno, ossia della comprensione
geometrica della situazione. Comunque, avrei potuto ottenere la normale a questi due piani paralleli
facendo il prodotto vettoriale tra le direzioni (0,1,1) e (0, 1, —1) delle due rette. A questo punto
I’ottenimento dei due piani era immediato, anche se non strettamente necessario al computo della
distanza (potevo avvalermi del solo vettore normale ed ottenere ad esempio la distanza come norma
del prodotto scalare tra il versore normale (1,0,0) ed un qualsiasi vettore spostamento tra un punto
di R; ed uno di Ry). Sempre osservando le direzioni (0,1,1) e (0, 1, —1) scopro che le rette non

sono parallele, e quindi, visto che esse non sono incidenti (distanza maggiore di 0), ne deduco che
nessun piano le possa contenere entrambe, ossia sono sghembe.

d(Ry,Ry) = 1+/7.

le rette Ry e Rs sono sghembe 2+1/30

. E data la funzione F(z,y) = (22 +y2)(zy — 1) + (z — y)> + 2.

2.a. Disegnare l'insieme X = {(z,y) | F(z,y) = 0 } e studiare il segno di F;
Semplifichiamo innanzittutto la scrittura della F' operando nelle tre solite fasi (sviluppare, sempli-
ficare, raccogliere):

F(z,y) =@+ yH)ay -1+ (@ —-y)?+ay come data
=23y—2?>+yPz—9y? + 22 +y? —2xy+ a2y esplosa, sciolti i termini, sviluppata
=y+yPr—ay raccolti i termini, semplificata
=ay(z? +y*-1). raccolta, fattorizzata, semplificata
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Per la legge di annullameno del prodotto, la funzione F(x,y) = zy(z? + y? — 1) si annulla in
corrispondenza di tutti e soli quei punti per i quali si annulla o 2 0 y o (22 + y? — 1). Pertanto,
Yo ={(z,y) eR? |z =0Vy=0Va2+y?=11}. Poichela F & continua su tutto R? allora lo
studio del segno ne consegue: il piano resta suddiviso nelle 8 regioni in figura, ciascuna labellata
col segno che la F' detiene con continuita in seno ad essa. Quattro di queste regioni sono limitate
(quelle interne al cerchio).

2.a) Disegnare 'insieme Yy e studio del segno:

AR
SEAR

2/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F’;

Si & soliti denotare con CY la classe delle funzioni continue e, per ogni numero naturale n > 1,

C” denota la classe di tutte le funzioni in C"~! la cui derivata n-esima ¢ anche essa continua.
Lungo questa via, la classe C* raccoglie quelle funzioni che appertengono a C™ per ogni n. Poiche
la F & un polinomio, essa appartiene a C™, ed in particolare a C!, e quindi individuare i punti
stazionari della F significa individuare quei punti di R? in cui il gradiente della F' = zy(2? +3%—1)
si annulla. Ora, F, := 25 = y(22 +y? — 1) + 2y(22) = y(322 +y? — 1) ed analogamente (visto che
F(z,y) = F(y,x)) siavra F), := ‘?9—5 = z(3y*+22—1) ed imponendo la condizione di annullamento

del gradiente si perviene al sistema,

yBa2+y*—1) = 0
r(3y?+22-1) = 0.

Si nota subito che (z,y) = (0,0) ¢ un punto stazionario. A dire il vero cio risultava evidente anche
dallo studio del segno che indicava per altro anche la presenza di altri quattro punti stazionari:
(0,+1) e (+1,0). Di fatto, dallo studio del segno posso anche dedurre che questi 5 punti sono tutti
selle. Ma vediamo come sia possibile estrarre, con metodo, tutti i punti che soddisfino le equazioni
scritte sopra. (Caso mai ce ne siano altri, e comunque, anche solo per il gusto di meglio capire
come vadano queste cose). Chiediamoci innanzittutto come stanare i 5 punti che gia ci sono stati
rivelati: assumendo x = 0, la seconda equazione risulta appagata e la prima equazione diventa
y(y?> — 1) = 0 portando ad individuare i punti (0,0) e (0, 41). Parimenti, vista I'interscambiabilita
della z e della y, assumendo y = 0, si individueranno i punti (0,0) e (1, 0). Pertanto, resta solo da
indagare 'eventualitd che x # 0 e y # 0 valgano entrambe. Assumendo x # 0, la seconda equazione
diviene 3y? + 22 — 1 = 0, mentre, assumendo y # 0, la prima equazione diviene 322 4+ y? — 1 = 0.
Pertanto 322 + y? = 33?2 + 22 e quindi 222 = 2y? che porta a concludere x = 4y. Dopo
questa importante scoperta, dalla prima equazione segue 422 = 1 ossia ¢ = :I:% e restano cosl

individuati i 4 ulteriori punti (:I:%, :l:%) e (:I:%, $%) In effetti, a ripensarci, anche 'esistenza di

questi 4 ulteriori punti (uno per ciascuna delle 4 regioni limitate) era deducibile dallo studio del
segno poiche, per dirla alla Vasco, ogni regione limitata vive almeno un punto di massimo ed
uno di minimo. (Inoltre, che la condizione x = +y fosse rispettata da questi quattro punti era
deducibile a priori dalle simmetrie della F': interscambiabilitd delle variabili ossia F'(z,y) = F(y, z),
ma anche F(—z,y) = —F(z,y) = F(z,—y)). Ciascuno di questi 4 punti ¢ il punto estremale
ricercato nella regione chiusa di sua pertinenza (ossia nel suo quarto di cerchio), ed ¢ pertanto
punto estremale anche per la F' (almeno in senso locale). Su tutto il piano, questi quattro punti
sono dei massimi/minimi relativi, dacche la F' non & limitata. Ora, F (:I:%, :I:%) =F (%, %) = —%
mentre F' (:l:%,q:%) = %.
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2.b) Elencare le selle, 1 massimi, i minimi:
5 puNTI DI seLLA: (0,0), (0,£1), (£1,0).
2 PUNTI DI MAX. RELATIVO: (:l:%,:F%) con F (:l:%,:l:%) = %.
2 PUNTI DI MIN. RELATIVO: (+1,41) con F (+£3,+3) = —3. 34342/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani Iy, II; e I, dove, per ¢ = 0,1, 2, II; ¢ il piano tangente il
grafico di F nel punto (7,0, F'(i,0));

Chiaramente, il punto (4,0, F'(i,0)) appartiene al grafico della F' per definizione stessa del concetto
di grafico di funzione. Poiche (0,0) e (1,0) sono punti stazionari, ci attendiamo che il piano ivi
tangente sia orrizzontale. Inoltre, (0,0) e (1,0) appartengono a ¥, quindi ITy e II; hanno equazione
z = 0. Inoltre, poiche Xy contiene l'asse delle x, anche nel punto (2,0) la F vale 0 ed inoltre la

prima coordinata del gradiente e nulla. Quindi il piano tangente puo essere inclinato solamente
nella direzione delle y. L’equazione del piano tangente (testo, pag. 192) si riduce pertanto a

z = Fy(x0,y0) (¥ — vo) ,

Nel caso di Il3, ricordando che F, = z(3 y*+2%—1), otteniamo I'equazione z = F;(2,0) (y—0) = 6 y.
Quanto ora trovato trova corrispondenza con le informazioni provenienti dall’analisi dello studio

del segno.
2.c) Equazioni dei piani Iy, II; e Ils:
IIp: 2=0 IIi: z=0 Ils: 2=6y
14+14+1/30
2.d. Descrivere il domino D[h] di h(x,y) := [zy(2? + y? — 1)]? in coordinate cartesiane.
2.e)
D[h] = R?
1/30

2.e. Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) = [zy(z? + y* — 1)]? nella regione D]h].

Poiche h(z,y) = [F(z,y)]?, e considerato che nell’elevare al quadrato si perde il segno ma la

funzione (-)? & monotona crescente sui reali non-negativi, possiamo allora avvalerci dell’analogo
studio per la funzione F. Si giunge alle seguenti conclusioni.

2.7)

NON LIMITATA SUPERIORMENTE MA CON DEI MAX RELATIVI.
(4l =1 141 1
4 Max Rerativi: (£3,F3) e (£3,+5) dove h = &

INFINITI MIN ASSOLUTI: tutti e soli i punti di g
2/30

3. In un riferimento Cartesiano z,y, z sia E la parte del piano y = 0 descritta dalle disequazioni
[z| <z e 2% + 22 < R?, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare E di 180° attorno all’asse

delle z. Sia F l'intersezione tra M ed il piano z = —%.

3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che F' (sulla destra);
3.b. Esprimere F' ed M in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere F' ed M in coordinate cartesiane;

3.d. Esprimere M in coordinate sferiche;

3.e. Calcolare il volume di M mediante integrazione;
3.f. Calcolare l'integrale triplo I = fM y drdydz;

3.g. Fornire le coordinate del baricentro B = (xp, yp, 2) di M;

La figura piana F € un quarto di circonferenza (la bocca di PacMan). La figura piana F' & una
R

circonferenza di raggio @R cui & stata tolta una circonferenza di raggio <.
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a.2) Disegnare F'

a.1l) Disegnare F
z

Z2==X
2=X

14+2/30
b) F ed M in coordinate cilindriche
F:{(p,é‘,z)ER?’ : z:—% 0<0<m, %gpng}
M={(p,0,z) €R® : |z|<p, 22+ p?<R2,0<0<7} 141/30
c) F ed M in coordinate cartesiane
l*j:{(u’c,y,Z)ER3 cz=—8y>0, R{Sx“ryQS%RQ}
M={(z,y,2) eR® : 22<a®+y% 2* +y* +22<R* y>0} 1+1/30
d) M in coordinate sferiche
M={(p0,¢)eR® : 2<¢p<3rp<R 0<O<m} 1/30
Per il computo del volume V' di M conviene lavorare in coordinate sferiche.
™ R %Tk’
vV = /// p2sin¢d¢dpd9:/ / / p*sing dodpdo
M o Jo Jz
™ R %77
= / d9/ p2dp/ sin ¢ d¢
0 0 z
37 R
_ P %ﬂ_@ 3
= w[g}o [ cosqﬁ]% =3 TR’
e) oo
Vo= [T AT p?sing dpdpdd = X2 R?
4
3/30

Il computo di I & convenientemente affrontato allo stesso modo.

I = /// yp® sin ¢ do dp do
M

™ R %Tk’

= /// P> sin ¢ sin @sin ¢ de dp db
o Jo Jz
™ R %Tk’

= /sinb‘ d9/ 0 dp/ sin’ ¢ do
0 0 z

- o 2] [enene]
0

_ o R* 7w+2
N 4 4
_ 7T—|—2R4'

43



20/settembre/2007

)

I=[ fORfE”prSin¢ dp dpdf = =2 R*
4

5/30

44

Data la simmetria rispetto all’asse delle zeta, e visto l'integrale appena sopra computato, le

coordinate del baricentro saranno: x, =0, 2, =0, e

I TERY 327142
14 QWR?’ 16
g)
xzp, =0 yb_é:%iﬂ?QR 2z, =0

2/30
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1.a.

1.b.

Prova scritta di Matematica II - 6/9/2007 - FILA C

Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; ortogonale al piano 4 x — 3y = 0 e contenente uno dei tre assi coordinati;
1l.a.b. piano I costituito dai punti equidistanti da (8,—6,6) e (0,0,0);
l.a.c. piano II3 tangente alle sfere 22 + y? + 22 < 25 e (z — 8)% + (y — 6)% + 22 < 25 nel loro unico

punto di contatto;

l.a.d. i piani ITj, IIz e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

Il vettore normale al piano II; deve risultare ortogonale a (4, —3,0) ed & quindi della forma (3,4, ¢).
Il piano IT;, dovendo contenere 'origine (comune a tutti e 3 gli assi coordinati), ha quindi equazione
3z+4y+cz=0. Pertanto ¢ = 0 e asse contenuto ¢ necessariamente quello delle z (caratterizzato
dalle equazioni z = 0 e y = 0). In conclusione, II; risulta caratterizzato dall’equazione 3z+4y = 0.
3z+4y=0.

Il vettore (8,—6,6) — (0,0,0) = (8, —6,6) risulta ortogonale al piano Ils che ha quindi equazione
4x —3y+ 3z = d. 1l valore di d risulta determinato dalla condizione di passaggio per il punto
medio (852, =00 640) — (4, -3,3), ossia d = (4,—3,3) - (4,—3,3) = 34.

Le sfere hanno centro in C; = (0,0,0) e C2 = (8,6,0) rispettivamente. Entrambe le sfere hanno

raggio v/25 = 5 e quindi, se hanno un unico punto di contatto, questo dovra coincidere con il punto

medio del segmento C1C5, ossia (%, %, %) = (4,3,0). In effetti, dal teorema di Pitagora,
e come da terna Pitagorica 3 — 4 — 5, il punto (4,3,0) dista 5 da entrambi i centri e resta cosi
confermata la tangenza delle due sfere. Il piano II3 sara ortogonale al raggio dall’origine verso il

punto (4, 3,0) ed avra equazione (z,y, 2) - (4,3,0) = (4,3,0) - (4,3,0) ossia 4= + 3y = 25.
I piani IT; e Iy sono ortogonali, come evidenziato dall’annullamento del prodotto scalare (3,4,0) -
(4,-3,3) = 12—12+ 0 = 0. Invece II3 & in relazione generica (né ortogonale né parallelo) sia

con II; che con II;. Vista l'ortogonalita tra II; e Ils, questa affermazione risulta verificata una
volta verificato che II3 non & ortogonale né a II; neé a Ils. In effetti, (4,3,0)-(3,4,0) =24 #0e

(4,3,0) - (4, —3,3) =7 #0.

II;: 3z4+4y =0
Ils: dx—3y+32=34
Il3: dx+3y =25

I (H) I (G) 3 (G) IL

1+1+142/30

Sono dati i tre versori

0,3+ a,4+ a) B3+ a,4+ ,0) w (|4 4+ al,0,|3 + al)

V2a2+14a+ 25 V2a2 +14a+25 V22 +14a+25

Determinare i valori di « per cui:

1. w risulta definito; w risulta definito;

2. w e v sono ortogonali; v e w sono ortogonali;
3. u e v sono paralleli; v e w sono paralleli;

4. u-v A w e massimo; u-v Aw & minimo.

1.) w risulta definito: Vo € R w risulta definito: Va € R
2.) w e v sono ortogonali: « € {—3,—4} v e w sono ortogonali: « € {—3,—4}
3.) w e v sono paralleli: nessun « v e w sono paralleli: nessun a
4.) u-v Aw & massimo: «=—4 u-vAw e minimo: o= —3
1+141+41/30
Infatti:

1. la divisione di un vettore per uno scalare risulta definita se e solo se lo scalare & diverso da
zero e 2a? + 14 a+ 25 > 0 per ogni « (rappresenta infatti la lunghezza di un vettore che non
¢ mai identicamente nullo);
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1.c.

1.d.

2. due vettori sono ortogonali se e solo se il loro prodotto scalare vale zero;

3. due vettori sono paralleli se e solo se il loro prodotto vettoriale ¢ il vettore nullo;

4. Varea del parallelepipedo di spigoli di lunghezza unitaria vale massimo 1; quando i 3 versori
sono mutualmente ortogonali (cubo) ed il prodotto triplo vale +1 (come nel caso di o« = —4,
quando il prodotto vettoriale di due versori presi nell’ordine ci riconsegna il terzo) oppure —1
(come nel caso di & = —3, quando il prodotto vettoriale di due versori presi nell’ordine ci
riconsegna 'opposto del terzo).

Calcolare la distanza tra le due rette distinte Ry ed Ry di equazioni parametriche Ry (t) = (v/2, 27 t+
3,1 —27t) e Ra(s) = (V25,35 — 7w, ™+ s) e determinare se esse siano sghembe, incidenti, o
coplanari.

Poiche Ry(—1/2) = (/2,3 — 7, m 4+ 1) = Ra(1), allora le due rette distinte sono incidenti e quindi
la loro distanza e nulla.

d(R1, Ry) = 0.
le rette R; e Ry sono incidenti 2+1/30

Calcolare la distanza tra la retta R di equazione R(t) = (3 +¢,5 —t,0) ed il piano II di equazione
\/ig T+ \/ig Y+ % 2z = 34/3 e determinare la relazione geometrica che sussiste tra R e II.

Si noti che il vettore (1, —1,0), che di fatto esprime la direzione della retta R, ¢ ortogonale al vettore
normale al piano %(1, 1,1), poiche (1,—1,0)-(1,1,1) =1 — 1+ 0 = 0. Quindi la retta & parallela
al piano e per misurarne la distanza bastera misurare la distanza da II di un qualsiasi punto di R.
Scegliamo il punto R(—3) = (0,8,0) ed utilizziamo la formula per la distanza punto/piano
_Jaxg+byo+ czo — d

va?z + b2 +c? ’

che nel nostro caso, dove il vettore normale al piano \/ig(l, 1,1) & di fatto un versore (ossia & gia

d((x0,Y0,20), {(x,y,2) : ax+by+cz=d)})

normalizzato), si riduce al computo del grado di violazione dell’equazione del piano

8 8—-9 1
d((1,-1,0),II) = lazo + byo + czo — d| = ‘%_3\@‘ = ’W’ = 7

d(R, 1) = d((0,8,0), 1) = | d=(1,1,1) - (0,8,0) — 33| = £

la retta R ed il piano IT sono paralleli 241/30

. E data la funzione F(z,y) = 11ay +22(y+6) — (z +3y+2) (y +3) z.

2.a. Disegnare l'insieme X9 = {(z,y) | F(z,y) = 0 } e studiare il segno di F;
Semplifichiamo innanzittutto la scrittura della F' tramite i soliti procedimenti algebrici appresi
nella scuola dell’obbligo:

F(z,y) = xz(1ly4+ay+6x—3y*—9y—ay—3r—2y—6)=x(3z—3y°—6)
= 3x(r—y*-2).

Per la legge di annullameno del prodotto, la funzione F(z,y) = 3z (x — y? — 2) si annulla in
corrispondenza di tutti e soli quei punti per i quali si annulla o # o (r — y? — 2). Pertanto,
Yo ={(z,y) €eR? |z =0V z =1y>+2}. Poich¢la F & continua su tutto R? allora lo studio del

segno ne consegue: il piano resta suddiviso nelle 2 regioni in figura, ciascuna labellata col segno
che la F' detiene con continuita in seno ad essa. Nessuna di queste regioni e limitata.
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2.a) Disegnare 'insieme Yy e studio del segno:

Y

Y

2/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

Poiche la F' & un polinomio, essa appartiene a C*, ed in particolare a C!, e quindi individuare
i punti stazionari della F' significa individuare quei punti di R? in cui il gradiente della F =
3z (z—y?—2) si annulla. Ora, F, := %—5 =3(x—y*-2)+3x=3R2z—-y*—2)e F, := %—i =—6xy
ed imponendo la condizione di annullamento del gradiente si perviene al sistema

{2x—y2—2 0

0.

Y

Dalla seconda equazione segue che almeno uno tra x ed y deve esere nullo. Nel caso y = 0, dalla
prima equazione segue x = 1. Nel caso z = 0, la seconda equazione si rivela invece impossibile.
Quindi il solo punto stazionario ¢ il punto (1,0), dove F(1,0) = —3. Poiche F(1,1) = —6 e
F(3,0) = 9, allora, essendo la F' in C* e con un solo punto stazionario, il punto (1,0) non pud
essere un estremo nemmeno in senso locale, ed & quindi punto di sella. Cio poteva essere suffragato
con l'analisi delle derivate seconde (vedi a pag.224 del testo). Siamo quindi chiamati ad osservare
il segno del determinante della matrice Hessiana

[ Fow(2,y)  Fun(z,y) }:: [ 6 6y ]
Fyu(w,y)  Fyy(w,y) —6y —6x

valutata nel punto critico (1,0). Il segno di

pee([ 5, 8u],, ) =pea([§ L) =-s0

¢ negativo. Risulta confermato che (1,0) € un punto di sella.

2.b) Elencare i punti stazionari di F specificandone la natura:

1 PUNTO STAZIONARIO: (1,0).

Il punto stazionario (1,0) & punto di sella. 3/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani I, II; e Ilo, dove, per ¢ = 0, 1, 2, II; e il piano tangente il
grafico di F' nel punto (z,0, F(i, 0)53

Chiaramente, il punto (4,0, F(i,0)) appartiene al grafico della F' per definizione stessa del concetto
di grafico di funzione. Prima di procedere tramite fredde formule conviene, come sempre, farsi un
quadro di cosa ci si debba attendere. Poiche (1,0) € punto stazionario, ci attendiamo che il piano

)

tangente II; sia ivi orrizzontale e quindi descritto dall’equazione z = F(1,0) = —3. Dallo studio del
segno della F, la conformazione stessa di 3 ci suggerisce che anche nei punti (0,0) e (2,0) il piano
tangente non possa essere inclinato lungo I'asse delle y, ossia Fy (i, 0) := %—Z(i, 0) = —62y||(i,0) = 0.

Un’ulteriore conferma di cié viene dall’osservare la simmetria F'(z, —y) = F(z,y). L’equazione del
piano tangente (testo, pag. 192) si riduce pertanto a

z = zo + Fy(z0,%0) (x — z0),

ossia a z = F(i,0) + F,(,0) (x —14). Ricordando ora che F = 3z (z—y*—2) e F, =3 (2x—y>—2),
per Iy otteniamo ’equazione z = —6 = e per Ils otteniamo 'equazione z = —12 + 6 z.
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Quanto ora trovato trova corrispondenza con le informazioni provenienti dall’analisi dello studio
del segno.

2.c) Equazioni dei piani Iy, II; e Ils:

Ilp: 2= —6x IIi: z=-3 Ils: z2=—-12+6x
1+1+41/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F nella regione R = {(z,y) € R? | 2% +3y* <3 }.

La F, essendo continua, dovra necessariamente avere almeno un punto di massimo assoluto ed
almeno un punto di minimo assoluto nella regione assegnata, dacche questa ¢ limitata e chiusa.
Poiche nessun punto stazionario della F' e risultato essere punto estremale, tutti i punti estremali
della F' sulla regione R saranno necessariamente situati sulla frontiera di R. Entra quindi in
campo la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange. Impostiamo quindi il seguente sistema, dove

g(z,y) =2* +3y? e g, =2 e g, = 6y ne rappresentano le derivate parziali.

3QRr—y?*—2) =F, =X\ = 2\xw
-6y =F, =Xy = 06Xy
?+3y° =g(x,y) = 3.

Nel districarsi tra queste equazione potra sicuramente risultare d’aiuto, o quantomeno di conforto,
I’essere consapevoli della simmetria per ribaltamento dell’asse delle y goduta sia da R che dalla F'.
Tale simmetria determinera la geometria delle soluzioni da estrarsi. Inoltre, sempre per ambientare
lo studio, converra tracciare qualche schizzo, come ad esempio riportare la regione R sullo studio
del segno.

Y

La prima equazione conduce ad indagare separatamente i casi y = 0 (che significa sbarazzarsi di
una variabile) e y # 0 (che conduce appunto ad una semplificazione nella seconda equazione).
Procedendo sotto I'assunzione y # 0, la seconda equazione si semplifica in z = —\ che, sostitui-
ta nella prima equazione considerando anche y? = 1 — %x2 (dalla terza equazione), conduce ad
un’equazione di secondo grado nella sola x:

> +22-3=0,

con radici ;1 = —3 e 2 = 1. Per ciascuna di esse, y? = 1 — %:c2 segue dalla terza equazione e
quindi, come da simmetria rispetto al ribaltamento dell’asse delle y, alla radice x; corrispondono
i punti (—3,+1/—2) mentre alla radice x5 corrispondono i punti (1, :l:\/g) I punti (=3, +£/-2)
presentano coordinate immaginarie, e quindi possiamo ignorarli. Risultano invece di pertinenza i
punti (1,1\@) con F (1,i\/§) — _s.

Il caso y = 0 risulta quindi di sicura importanza (quantomeno per stanare i massimi); e, a dire il
vero, la rilevanza di questo caso risultava gia evidente considerata la simmetria per ribaltamento
dell’asse delle y menzionata sopra. Assumendo y = 0, dalla terza equazione otteniamo due soli

punti: (£v/3,0). Qui, F(v/3,0) = —=3v3(2 — v3) e F(—/3,0) = 3v/3(2 + v/3) e quindi (—/3,0)

risulta essere il punto di massimo assoluto ricercato. Anche i punti (1, :l:\/g) possono ora essere

confermati come punti di minimo assoluto su R visto che F' (1, :l:\/g) = -5 < F(+/3,0). Per

indagare la natura di (1/3,0) occorre ricordare che il gradiente della F' ¢ disteso orrizzontalmente
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lungo tutti i punti dell’asse delle z e diviene quindi pertinente esaminare il segno di Fm(\/g, 0) =
3(2v/3 —2) > 0. Risulta ora evidente che (1/3,0) rappresenta un punto di massimo relativo.

2.d
) 1 Max AssoLuto: (—v/3,0); F(—v/3,0) = 3v3(2+ v/3)
2 MIN ASSOLUTI: (1,1@) . F (1,1@) =-5
1 Max ReLativo: (v/3,0); F(v/3,0) = —3v3(2 — V3)
6/30
2.e. Descrivere il domino DIh] di h(z,y) := y/3z (z — y% — 2) in coordinate cartesiane.
2.e)
D ={(z,y) eR?* : z(z—y?*—2)>0}
1/30
2.f. Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) = /32 (x — y2 — 2) nella regione R N DIA].
Poiche h(z,y) = v/ F(x,y), e considerato che la funzione /- & monotona crescente, possiamo allora
avvalerci dell’analogo studio per la funzione F'. Si giunge alle seguenti conclusioni.
2.1)
1 Max Assoruto: (—v/3,0); h(—v/3,0) = 1/3v3(2 + V/3)
INFINITI MIN Assorutn: (0,z), —1 <z <1; F(0,z)=0
1/30

3. In un riferimento Cartesiano z,y, z sia E la parte del piano y = 0 descritta dalle disequazioni
|z] < |z|] < R, e sia M il solido che si ottiene facendo ruotare F di 180° attorno all’asse delle z.
Sia S la sfera di centro l'origine e raggio R e sia Sy, la semisfera ottenuta intersecando S con il
semispazio z > 0. Sia Qgup = M N Ssyp € sia Qins l'intersezione tra M ed il semispazio z < 0.
Inﬁne, sia Q = qup U Qinf-

3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che M (sulla destra);

3.b. Esprimere M e Q;n¢ in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere @ in coordinate Cartesiane e Q4yp in coordinate sferiche;
3.d. Calcolare il volume di () mediante integrazione;

3.e. Calcolare l'integrale triplo I = fQ zdrdydz,

3.f. Fornire le coordinate del baricentro B = (zp, ys, 2) di Q;

La figura piana E ¢ l'intersezione tra la striscia verticale |z| < R e la farfalla |z| < |z|. Rimandiamo
alla correzione del tema del 28 settembre 2006 per maggiori dettagli su £ ed M.

a.l) Disegnare E a.2) Disegnare M
z=-x z
HHHIH.., ..mllHH H\llwl\H
_RHHHHHI '|||||\HH R 4 |l |
- - 1/30

b) M e Q;ns in coordinate cilindriche
M={(p,0,2) €eR® : |z|<p<R}

Qing = {(p,0,2) ER? : 0< —2<p< R}

1+1/30
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c) @ in coordinate Cartesiane e ()5, in coordinate sferiche
Q= {(:zr,y,z) ER? : 22< a2+ 92 < R? 2<\/R?2—a2—y? }

Qsup = {(p,0,0) €ER® : 0<p<R, F<¢<T}

1+1/30

50

Per il computo del volume V' di @, conviene scomporre @ in Qgyp € Qiny con 'intento di lavorare
in coordinate sferiche sul primo e cilindriche sul secondo al fine di sfruttare al meglio le simmetrie

in gioco.

vV = /// p2sin¢d¢dpd9+/// p dzdpdf
sup Qinf
27 R 3 27 R /0
= / //pQSingbdgbdpd@—i-/ //pdzdpd@
0 o Jz 0 0o J—p
2m R 7 27 R 0
= / d9/ 0> dp/ sinqu(b—i-/ d@/ p/ dz dp
0 0 z 0 0 —p
R

4
3

R
= 27 {%L [—cos¢]_+27r/0 0% dp

EINVE]

IN

2 2 1% (2442
— _ﬂ-R3£_|_27T P :ﬂﬂR?
3 2 31, 3
d) v
V= me p?sing d(bdpd@—l—mef pdzdpdf = <2+3_2>sz
4/30
Il computo di I & convenientemente affrontato allo stesso modo.
I = /// pcos¢p251n¢d¢dpd9+/// z-pdzdpdf
sup Qi"f
2w R z . 27 R /0
sin 2
_ / / /2p3bm ¢d¢dpd9+/ / / 2 pdzdpdf
o Jo Jz 2 o Jo Jo,
2w R I o 27 R 0
2
:/ d9/p3dp/zwd¢+/ d@/p/ z dzdp
0 0 oy 2 0 0 —p
ot r cos2 ¢ 2 1 (B 3
ROy
4|, 4 z 2 Jo
1 1 A1 1
= “aR*- —a |2 =—ZrgR*
"L {4 }0 1"
e)
I = stuppcos¢p251n¢ d¢dpd9+fQMz-pdzdpd0: —17TR
4/30

Data la simmetria rispetto all’asse delle zeta, e visto l'integrale appena sopra computato, le

coordinate del baricentro saranno: x =0, y, = 0, e

%:iz —17 R _ 3 R.@_VQZ_M%WQR,
Voo 4(2+V2) 2-V2) 8
f)
2 =0 yp =0 Zb:%:_?)(%@}%

2/30
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Prova scritta di Matematica II - 27/6/2007 - FILA D
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1l.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:

l.a.a. piano II; tangente nel punto (3,4, 0) alla sfera di raggio 5 e centro nell’origine;
1l.a.b. piano I passante per (3,4,0), (0,1,1), (0,0,0);

l.a.c. piano II3 passante per (3,4,0) e contente la retta P(t) = (3¢t + 3,4t +4,1);
l.a.d. i piani ITj, ITs e II3 sono paralleli (P), ortogonali (H) o in posizione generica (G)?

Il piano II; sara ortogonale al raggio dall’origine verso il punto (3,4,0) ed avra equazione (x,y, 2) -
(3,4,0) = (3,4,0) - (3,4,0) ossia 3z + 4y = 25.

Passando per lorigine, il piano Il sara descrivibile tramite un’equazione della forma a x+by+cz =
0, dove possiamo assumere ¢ = 1 in considerazione della dislocazione reciproca dei 3 punti di
passaggio. A questo punto, la condizione del passaggio per (0,1,1) impone b = —1, e quindi
la condizione del passaggio per (3,4,0) impone a = 4/3. Moltiplicando tutto per 3 otteniamo
4z —3y+ 3z =0. Consiglio sul piano metodologico: si ricontrolli il soddisfacimento sui tre punti
per accertarsi della validita di questa equazione. Inoltre, valevole come verifica per ’equazione di
I1;, la nostra curiosita ci spinge ad immaginare che Ils, dovendo contenere il raggio, sia ortogonale a
Iy, il che trova verifica nell’annullamento del prodotto scalare: (3,4,0)-(4,—3,0) = 12—12+0 = 0.
Il piano II3 passante per (3,4,0) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (3t+ 3,4t +
4, 1) contiene in particolare il punto P(—1) = (0,0, 1) ed & ortogonale al vettore (3,4,0)A[(0,0,1) —
(3,4,0)] = (3,4,0) A (0,0,1) = (4,—3,0). Infatti risultano coplanari ad esso sia il vettore (3,4,0)
che esprime la direzione della retta P(t) contenuta in esso sia il vettore (0,0,1) — (3,4,0) che
esprime la posizione relativa tra due punti sempre in esso contenuti. Poiche (4,—-3,0)-(0,0,1) =0,
possiamo descrivere il piano IT3 con I'equazione 4 © — 3y = 0. (Si verifichi il passaggio per (3,4,0)
e per il generico punto P(t)).

I piani II3 e II; sono ortogonali come denunciato dall’annullamento del prodotto scalare (4,—3,0) -
(3,4,0) = 0. Invece i piani IIs e II3 sono in posizione generica poiche i vettori (4,—3,3) e (4,—3,0)
non sono ne ortogonali ne paralleli.

IIi: 3z +4y =25
IIr: 42 —-3y+32=0
II3: 42 -3y =0

I (H) 2 (G) Iz (H) IL

1+14+142/30
1.b. Sono dati i tre versori
—(0,0,0) =0.1,1) —a )
u=——(0,0,c v=—=(0,1, Ww=———-—i(1—-a,0,a).
V2« V2 3a2 -2a+1
1.b.a. Determinare i valori di « per cui:
1. w risulta definito; w risulta definito;
2. w e v sono ortogonali; v e w sono ortogonali;
3. u e v sono paralleli; v e w sono paralleli;
4. w-v ¢ massimo; v - w € massimo.
1.) w risulta definito: Va # 0 w risulta definito: Vo € R
2.) u e v sono ortogonali: nessun « v e w sono ortogonali: «a =10
3.) u e v sono paralleli:  Va # 0 v e w sono paralleli: a=1
4.) w-v & massimo: « >0 v-w & massimo: a=1 14141+1/30
Infatti:
1. la divisione di un vettore per uno scalare risulta definita se e solo se lo scalare & diverso
da zero;

2. due vettori sono ortogonali se e solo se il loro prodotto scalare vale zero;
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3. due vettori sono paralleli se e solo se il loro prodotto vettoriale e il vettore nullo;

4. quando due versori sono paralleli il loro prodotto scalare & massimo (vale 1) purche i
versori abbiano lo stesso verso oltre che la stessa direzione.

1.b.b. Calcolare u-v A w.

1l.c.

1.d.

L 0 a «
1/30
In effetti si era visto al punto precedente che i vettori u e v sono sempre paralleli, quindi
torna.

Calcolare la distanza tra le due rette distinte R; ed Ry di equazioni parametriche z = /2, y =
mt+3, z=1-ntex=0,y=3+v2—s, 2= 1+s e determinare se esse siano sghembe, incidenti,
o coplanari.

E evidente che le due rette sono parallele in quanto hanno direzione (0,7, —m) e (0,—1,1) rispet-
tivamente. (Di fatto risulta altresi evidente che Ry trova una riscrittura parametrica pin semplice
come z =2,y =3—1t z =1+t ed a questo punto il parallellismo &, se possibile, ancora pitt
evidente). Dal parallelhsmo dlsegue la coplanarita.

La direzione comune alle due rette & quella espressa dal versore (0, —1,1)/+/2. Un modo pratico di
misurare la distanza tra Ry ed Ry € pertanto quello di prendere la norma del prodotto vettoriale tra
il versore (0, —1,1)/v/2 ed un qualsiasi vettore spostamento da un punto di R; ad un punto di Rs.
Come vettore spostamento risulta conveniente prendere Ry (0)—R;(0) = (0,3++v2,1)—(v/2,3,1) =

(—v/2,v/2,0) ottenendo
d(Ry,Ry) = i%ﬂx—lJ)A(—vﬁ,V§JU =(0,~1,1) A (=1,1,0)] = |(=1,~1,-1)| = V3.

Resta cosi confermato che le due rette siano distinte.

d(R17R2) = ’(07 _17 1)/\/5/\ (_\/57 \/i, O)’ = |(_17 _17 _1)| = \/g

le rette Ry e Rs sono coplanari 3+1/30

Un procedimento alternativo per il computo della distanza tra le due rette R; ed Rs poteva essere
quello di scegliere un qualsiasi punto di Ry, come R;(0) = (v/2,3,1) e ricercare il punto di Ry a

minima distanza da esso minimizzando il funzionale d(Ra(s), R1(0)) visto come funzione della sola
variabile s. Di fatto, vista la monotonia della funzione radice, basta ricercare quel valore di s che

minimizza il funzionale (0 — v/2)% 4+ ((3 + v/2 — s — 3)? + ((1 + s) — 1)?, ossia quello che minimizzi
il funzionale (v/2 — 5)? + (5)2 = 2 — 21/2 s + 252, Il valore di s ricercato é —/2/2 e

2 2
d(R1, R2) = d(R1(0), R2(—V2/2)) = d((v/2,3,1), (0,3 +v2/2,1 — v2/2)) = 24+ 5+7=
Calcolare la distanza tra la retta R di equazione vettoriale R(t) = (3 4+ ¢,5 + ¢,t) ed il piano II
passante per l'origine ed ortogonale al versore \/—(0, 1,1).

Si noti che d(R(0), IT) = d (I, (3,5,0)) = | (0,1, 1)(3,5,0)| = 5 mentre d(R(1),TI) = d (IL, (4,6, 1)) =

[(0,1,1) - (4,6,1)] = 7 # 5. Pertanto R & incidente a IT e d(R,II) = 0.

In effetti il vettore (1,1, 1) che di fatto esprime la direzione della retta R non & ortogonale al versore
L.(0,1,1).

\/5( )

d(R,II) =0 (R & incidente a IT)
2/30

. E data la funzione F(z,y) = (z —y)% + 22y — (2% + 1?) .

2.a. Disegnare l'insieme X = {(z,y) | F(z,y) =0 } e studiare il segno di F;
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Semplifichiamo innanzittutto la scrittura della F' tramite i soliti procedimenti algebrici appresi
nella scuola dell’obbligo:

Fz,y) = (z—y)P+2°y—@*+y°) =2 —2ay+y*+ 2%y —2° -y = 2%y — 2ay
= z(z—2)y.

Per la legge di annullameno del prodotto, la funzione F(z,y) = z(xz — 2)y si annulla in corrispon-
denza di tutti e soli quei punti per i quali si annulla o z o (z — 2) o y. Pertanto, 3¢ = {(x,y) €
R?|2=0Vz=+42Vy==40}. Poichela F & continua su tutto R? allora lo studio del segno
ne consegue: il piano resta suddiviso nelle 6 regioni in figura, ciascuna labellata col segno che la F’
detiene con continuita in seno ad essa. Nessuna di queste regioni e limitata.

2.a) Disegnare I'insieme Y e studio del segno:

1/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F;

Poiche la F' & un polinomio, essa appartiene a C*, ed in particolare a C!, e quindi individuare i

punti stazionari della F significa individuare quei punti di R? in cui il gradiente della F' = z(x —2)y

si annulla. Ora, F,, := (?9_1: =2(x—-1lyekF, = %—5 = z(z — 2) ed imponendo la condizione di

annullamento del gradiente si perviene al sistema
2(x—1)y
z(x — 2)

le cui soluzioni sono (0, 0) e (2,0). Sinoti che entrambi i punti stazionari appartengono a g e risulta
evidente dallo studio del segno di cui al punto precedente che entrambi sono punti di sella in quanto,
per ciascuno di essi, la F' assume sia valori positivi che valori negativi su un intorno comunque
piccolo. A tale conclusione si poteva altresi pervenire tramite il test delle derivate seconde, solo
impiegando pilu tempo, e rischiando possibili errori ma anche situazioni di non conclusivita del test
stesso.

2.b) Elencare 1 punti stazionari di F' specificandone la natura:

0
0

2 punTI sTAZIONARL: (0,0) e (2,0).

Entrambi i punti stazionari sono punti di sella. 3/30

2.c. Determinare le equazioni dei piani Iy, II; e Ilo, dove, per ¢ = 0, 1,2, II; e il piano tangente il
grafico di F' nel punto (,0,0);

In effetti, per i = 0,1, 2, il punto (¢,0,0) appartiene al grafico della F' poiche F'(i,0) = 0. Possiamo
quindi procedere. Poiche (0,0) e (2,0) sono punti stazionari, i piani IIy e I3 sono perfettamente
orrizzontali, ed essendo entrambi disposti a quota 0 essi coincidono e sono descritti dall’equazione

z = 0. A tale equazione si sarebbe pertanto pervenuti avvalendosi dell’equazione del piano tangente
(testo, pag. 192):

z— 20 = Fy(z0,v0) (x — 20) + Fy(z0,v0) (¥ — vo)

che ora utilizziamo per ottenere I’equazione che descrive II;. In questo caso, la formula si instanzia
come z — F(1,0) = F,(1,0) (x — 1) + Fy(1,0) (y — 0) ed otteniamo l’equazione z =0 (zx — 1) — 1y,
che si semplifica in z = —y. Spostandoci lungo il segmento di ¥y che collega i due punti stazionari
stiamo quindi camminando su un costone, ed in effetti, muovendoci da (0,0) a (2,0), il nostro
sguardo domina una valle a sinistra ed ammira un promontorio a destra, come risultava dall’analisi
dello studio del segno.
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2.c) Equazioni dei piani Iy, II; e Ils:

IIp: 2=0 Il 2= —y II5: 2=0

1+141/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F nella regione R = {(x,y) € R? | 22 +y* — 22 < 12 }.

La F, essendo continua, dovra necessariamente avere almeno un punto di massimo assoluto ed
almeno un punto di minimo assoluto nella regione assegnata, dacche questa e chiusa. Poiche
nessun punto stazionario della F' e risultato essere punto estremale, tutti i punti estremali della F'
sulla regione R saranno necessariamente situati sulla frontiera di R, e pertanto il piano e di andarli
a stanare con la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, ossia impostando il seguente sistema, dove

g(z,y) =2*+y?* —2r e g, =22 — 2 e g, = 2y ne rappresentano le derivate parziali.

2(0—1)y =F,=Xgz = 2X(z-1)
z(r—2) =F,=Xgy = 2\y
2?2 +y?—22 =g(x,y) = 12.

Poiche vogliamo ora guardare al di 1a dei punti stazionari (gia investigati), possiamo di fatto
assumere A # 0. Nel massaggiare e combinare opportunamente le equazioni, meglio vederci, e vale
pertanto la pena spendere 1'osservazione preliminare che R altro non e che un cerchio con centro
nel punto (1,0).

A questo punto non dovrebbe sorprendere che la prima equazione & soddisfatta in corrispondenza
di x = 1, cui, dalla terza equazione, corrisponde y = £+/13; a questo punto il soddisfacimento
della seconda equazione e garantito dal fatto che possiamo ancora giocarci il valore di A. Ed in
effetti, considerata graficamente la cosa, risulta evidente che i poli sud e nord del cerchio siano

punti estremali, con F(1,4+/13) = F/13.

L’esclusione di queste due ovvie soluzioni conduce ad una semplificazione delle equazioni ottenuta
assumendo z # 1. In effetti, se x # 1, allora la prima equazione si semplifica drammaticamente
in A = y, che, infornato nella seconda equazione porta a conludere che 2y? = x(x — 2). Questa
equazione combinata con la terza (per praticita, si moltiplichi la terza equazione per 2 ed in essa
si sostituisca quindi 2y? = z(z — 2)) conduce ad un’equazione di secondo grado le cui radici sono
r=—2edx = 4. A ciascuna di esse corrispondono 2 valori per y (y = +v/4 = £2) per un totale di 4
punti estremali dalle evidenti simmetrie. In effetti la F' presenta le simmetrie F'(z, —y) = —F(x,y)
(e si noti che R & simmetrica per ribaltamento rispetto all’asse delle ) e F(1 +z,y) = F(1 —z,y)
(e si noti che R & simmetrica per ribaltamento rispetto all’asse x = 1). Ora, F'(4,2) =16 > /13 e
pertanto questi quattro punti sono tutti estremi assoluti.

2.d)

2 MAX AssoLutn: (—2,2) e (4,2); F(-2,2)=F(4,2) =16

2 MiN AssoLutk: (—2,—-2)e (4,-2); F(-2,-2)=F(4,-2)=—16

1 Max ReLativo: (1,—/13); F(1,—v/13) = /13

1 MiN RevaTivo: (1,v/13); F(1,1/13) = —/13 6/30

2.e. Descrivere il domino DIh] di h(z,y) :=log, z(x — 2)y in coordinate cartesiane.
2.e)

D[] ={(z,y) €R? : z(z—2)y>0}

1/30
2.f. Determinare tutti i punti massimali di h(x,y) := log, z(x — 2)y nella regione R N DI[A].

Poiche h(x,y) = log, F(z,y), e considerato che la funzione log, - & monotona crescente per ogni
base b > 1, possiamo allora avvalerci dell’analogo studio per la funzione F'. Si giunge alle seguenti
conclusioni.

2.7)

2 Max AssoLutr: (—2,2) e (4,2); h(—2,2) = h(4,2) =log, 16 =4

1 Max Revativo: (0,—v/13); h(0,—v/13) = log, V13 = $log, 13

2/30

3. In un riferimento Cartesiano z,y, z sia E la parte del piano y = 0 descritta dalle disequazioni

0< z<uz<R,esia M il solido che si ottiene facendo ruotare E di 360° attorno all’asse delle z.

. 9e . . . R
Sia @ I'intersezione tra M ed il piano z = 3.
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3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che @ (sulla destra);
3.b. Esprimere M e @ in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere () in coordinate Cartesiane;

3.d. Calcolare il volume di M mediante integrazione;

3.e. Calcolare I'integrale triplo I = [, z dxdydz;

3.f. Fornire le coordinate del baricentro B = (zp, ys, 25) di M;
3.g. Calcolare la superfice S di M.

La figura piana E ¢ il triangolo di vertici (0,0), (0, R) ed (R, R), ed & riportata qui sotto in figura.
Quando ruotiamo la superfice F attorno all’asse delle z otteniamo un cilindro da cui & stato scavato
fuori un cono con la punta rivolta verso il basso e toccante la base del cilindro. Cono e cilindro

hanno lo stesso asse (I’asse delle zeta) e la base del cono coincide con la base superiore del cilindro.
(Si veda in figura). Intersecando M con il piano orrizzontale z = % si ottiene un disco bucato @,
come quando il pistolero centra perfettamente la moneta da un dollaro. Il dollaro aveva raggio R
mentre la pallottola doveva probabilmente avere raggio %.

a.l) Disegnare E a.2) Disegnare Q

R
R12| "/ a0
R R ><RJ/2 x

1+1/30

b) coordinate cilindriche
M={(p,9,z)€R3 : nggpgR}

Q:{(P7972)6R35Z:§7§§P§R} 1+1/30

c) coordinate Cartesiane
Q={(@wyer® : 2= & B a2y <p?}

1/30

Vista la simmetria cilindrica di M, per il computo del volume V di M conviene riferirsi alle
coordinate cilindriche.

27 R P 27 R
V = / //1~pdzdpd0:/ dﬁ/ p* dp
0 0 0 0 0
37 R
-t
3 0

= §7TR3

d)
V= [2T [P pdadpdd =2r [T p? dp =27 R®

3/30

Il computo di I puo essere impostato allo stesso modo.

27 R rp 2 Rp3
I = / / / z-pdzdpd@:/ d9/ — dp
o Jo Jo 0 o 2
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I = OzﬂfoRfopZ'dedpdGZ%wR‘L
3/30

Data la simmetria rispetto all’asse delle zeta, e visto l'integrale appena sopra computato, le
coordinate del baricentro saranno: x =0, y, =0, €

I 1zR* 3
_:gw_:_R.
V. Z2xR3 8

zZp =

w

f)

R

<I~
ooleo

iZ?b:O yb:O zZp =

2/30

La superfice di M andava scomposta nella superfice della base inferiore del cilindro (7 R?) pil la

superfice della parete laterale del cilindro (27 R?) pilt la superfice del cono (\/5 wR?). La superfice

sul cono poteva essere facilmente calcolata sulla base dell’osservazione che essa non cambia se lo

taglio lungo un qualsiasi segmento che vada dal vertice del cono ad un punto della circonferenza

su cui il cono poggia, e se poi lo spiano ottenendo un settore di circonferenza. La lunghezza del

segmento su cui ho tagliato ¢ chiamata altezza obliqua del cono, e nel nostro caso vale v R? + R? =

V2R ma & comunque sempre ottenibile tramite il teorema di Pitagora. L’area di un settore di
pl

circonferenza di raggio p e lungo £ vale 5. In conclusione, la superfice del nostro cono vale

effettivamente w =v27R2 La superfice di M vale 7 R24+-2 7 R24+\27R? = (3+ \/i)w R2.
g)

S=rR>+27 R+ V27R?* = (3+ v2)7 R?
2/30
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Prova scritta di Matematica II - 18/4/2007 - FILA D
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1l.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:
l.a.a. piano II; passante per (1,—1,1) e ortogonale a (3,2, 0);
l.a.b. piano IIy passante per (0,—3,3), (12,0,0), (3,—6,0);

l.a.c. piano II3 passante per (3,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (3¢ +
1,2t —2,0).

l.a.d. quale relazione geometrica osserviamo tra i piani IIy, IIs e II37 Sono paralleli (P), ortogonali
(H) o in posizione generica (G)?

Il piano II; passante per (1,—1,1) e ortogonale a (3,2,0) avra equazione (z,y,z2) - (3,2,0) =
(1,-1,1)-(3,2,0) ossia 3z + 2y = 1.

Assumiamo che il piano Il sia descrivibile tramite un’equazione della forma ax + by + cz = 1.
La condizione del passaggio per (12,0,0) impone a = 1/12, a questo punto la condizione del
passaggio per (3,—6,0) impone b = —1/8, ed infine la condizione del passaggio per (0,—3,3)
impone ¢ = 5/24. Moltiplicando tutto per 8 otteniamo 2x — 3y + 5z = 24. Tale equazione va poi
verificata ricontrollandone il soddisfacimento sui tre punti.

Il piano II3 passante per (3,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (3¢ +
1,2t — 2,0) contiene in particolare il punto P(1) = (4,0,0) ed & ortogonale al vettore (3,2,0) A
[(3,1,1)—(4,0,0)] = (3,2,0)A(—1,1,1) = (2, —3,5) in quanto il vettore (3, 2,0) esprime la direzione
della retta P(t). Poiche (2,—3,5) - (4,0,0) = 8, possiamo descrivere il piano II3 con I'equazione
22 -3y+5z=28.

I piani IIs e II3 sono paralleli in quanto entrambi ortogonali al vettore (2,—3,5). Il piano II;

& ortogonale a questi in quanto il suo vettore di coefficienti direttori risulta ortogonale a questa
direzione: (3,2,0)-(2,-3,5)=6—-6=0.

II;: 3x +2y =1
IIr: 2x -3y +5z = 24
II3: 2x -3y +5z =8

I (H) I (P) Iz (H) IL

1+14+142/30
1.b. Siano dati i tre vettori
u=(1,2,0) v=(a—1,2a—2,2—2q) w=(2,0,1).
1.b.a. Determinare i valori di « per cui:
1. u e v sono ortogonali; oppure v e w sono ortogonali;
2. u e v sono paralleli; oppure v e w sono paralleli.
1.) u e v sono ortogonali: «a =1 v e w sono ortogonali: Va € R
2.) uwe v sono paralleli: a=1 v e w sono paralleli: a =1
1+1/30

1.b.b. Calcolare u-v A w e dire per quali valori di @ w-v A w risulta negativo.

1 2 0
w-vAw=|a-1 20-2 2-20 |=1(2a-2)1+2(2-20)2—2(a—~1)1=8(1—a)
2(a—1) +8(1—a) 2(a—1)
u-vAw<0pera>1 1+1/30

In effetti 8 (1 — «) si annulla per a = 1, dove due dei tre vettori sono paralleli. Questa verifica
ci rassicura. Infatti, poiche u-v Aw varia con continuita al variare di «, allora @ = 1 € 'unico
possibile valore di soglia in corrispondenza del quale w - v A w puo registrare una variazione
di segno.
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1l.c.

1.d.

Calcolare la distanza tra le rette sghembe R; ed Ro di equazioni parametriche x =5,y =1, z =
2V3t+1lvr—3ex = —7 =561+ 2s, y=561vVmr+2s, 2=1.

Il pit corto segmento che congiunge R; ed Ro sara ortogonale ad entrambe ossia parallelo al
vettore (0,0,1) A (1,—1,0) = (1,1,0), che & un vettore di lunghezza /2. Pertanto, dove (5,1,0) &
un qualsiasi punto della retta Ry e (—=7,0,1) & un qualsiasi punto della retta R, allora la distanza

tra Ry ed Ry & data da J5](1,1,0)-(5,1,0) = (1,1,0)- (=7,0,1)] = *Z|(1,1,0)- (12,1, =1)| = 132.
In effetti la retta R; € contenuta nel piano II; : =+ y = 6 mentre la retta R, € contenuta nel piano

Il : x4+ y = —7, dove la distanza tra II; e Il € appunto 13‘/75. Il fatto che le due rette siano
sghembe implica a questo punto che la loro distanza sia pari alla distanza tra II; e Il,.

d(R1, Ro) = d(I1;,T15) = 132

doveipianiIl; : x +y=6¢ells: x+y = —7 contengono Ry e Ry risp. 4/30

Calcolare la distanza tra il punto P = (2, 3,4) ed il piano II passante per lorigine ed ortogonale al
vettore (0,1, 1).

Chiaramente, ||(0,1,1)|| = v/2. Pertanto la distanza ricercata vale \/ii|(2, 3,4)-(0,1,1)] = L27.

1234011 _ 3
d(P 1) = oo =7

2/30

. E data la funzione F(z,y) = (x —4)(ay? — 4z +3y2 —12) — 12+ 32(z +3) — 4 z.

2.a. Disegnare l'insieme X = {(z,y) | F(z,y) = 0 } e studiare il segno di F;

Poiche la F' & continua su tutto R? allora lo studio del segno si riduce alla comprensione di $y. Per
la legge di annullameno del prodotto, la funzione F(z,y) = (v — 4)(zy? — 42+ 3y? —12) — 12 +
y?(x +3)—4x = (22 — 9)(y? — 4) si annulla in corrispondenza di tutti e soli quei punti per i quali
si annulla o (2 —9) o (y? —4). Spingendo un gradino oltre, ¥y = i(x, y) ER? |z =+3vy =43}
ed il piano resta suddiviso nelle 9 regioni in figura, ciascuna labellata col segno che la F' detiene
con continuita in seno ad essa. Di queste regioni, una sola ¢ limitata (quella centrale).

2.a) Disegnare 'insieme Yy e studio del segno:
(3.2) Legenda:
=2 .
Y - (positiva)
X=-3 X=3 _ :
y=—2 ]1=- (negativa
2/30

2.b. Determinare e studiare TUTTI i punti stazionari della funzione F’;

Poiche la F' appartiene a C*°, individuare i punti stazionari della F' significa individuare quei punti
di R? in cui il gradiente della F' = (22 — 9)(y? — 4) si annulla. Ora, F, = %—i =2x(y? —4) e

Fy = %—5 = 2y(2? — 9) ed imponendo la condizione di annullamento del gradiente si perviene al
sistema

2x(y> —4) = 0

2y(z2-9) = 0

le cui soluzioni sono (0, 0) e ciascuno dei quattro punti (£3,£2). Si noti che F(+3,+2) =0, e che
i punti (£3, +2) sono tutti e quattro punti di sella per quanto visto allo studio del segno. Il punto
(0,0) deve invece essere un punto di massimo in quanto esso cade nella regione limitata a compatta
centrale la quale deve necessariamente avere punti di massimo (e di minimo, ma i minimi sono
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tutti e soli i punti della frontiera di detta regione). A tale conclusione si poteva altresi pervenire
tramite il test delle derivate seconde, ma avreste perso pill tempo e rischiato possibili errori.

2.b) Elencare 1 punti stazionari di F' specificandone la natura:

PUNTI STAZIONARI: (0,0) pitt i 4 punti (£3, £2).
I punti (£3,42) sono tutti e quattro punti di sella.
Il punto (0,0) & punto di massimo. 4/30

2.c. Determinare I’equazione del piano tangente il grafico di F' nel punto (1,1,24);
In effetti il punto (1,1,24) appartiene al grafico della F' poiche F(1,1) = 24. Possiamo quindi
procedere. Poiche le derivate parziali F,, = 2z(y? —4) e F, = 2y(z? — 9) esistono e sono continue

in un intorno di (1,1), la F' & differenziabile in tale punto, ossia ammette ivi un’approssimazione
lineare. Il piano tangente richiesto puo essere considerato come l'approssimazione lineare della F'
nell’intorno del punto (1,1). Si noti come l'equazione del piano tangente (testo, pag. 192):

2z — 20 = Fp(x0,90) (x — x0) + Fy(z0,%0) (¥ — yo)

coincida infatti con lo sviluppo di MacLaurin del primo ordine. Tutti concetti che ben generalizzano,
ed anzi inspirati da una perfetta analogia, dal caso monodimensionale. Nel nostro caso, la formula
si instanzia come z — F'(1,1) = F(1,1) (x — 1) + F,,(1,1) (y — 1) ed otteniamo 'equazione z — 24 =
—6(x—1)—16 (y — 1), che si semplifica in 6+ 16y + z = 46. A titolo di verifica, si noti come in
effetti il punto (1,1, 24) appartenga a tale piano.

2.c) Equazione del piano tangente F' in (1,1, 24):

6r+16y+ 2z =46 2/30

2.d. Determinare tutti i punti estremali di F nella regione R = {(z,y) € R? | 22 + y*> <25}.

La F, essendo continua, dovra necessariamente avere almeno un punto di massimo assoluto ed
almeno un punto di minimo assoluto nella regione assegnata, dacche questa e chiusa. Poiche
nessun punto stazionario della F' & risultato essere punto di minimo, i minimi della F' saranno
necessariamente situati sulla frontiera, e pertanto investighiamo eventuali estremi sulla frontiera
impiegando la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, ossia impostando il seguente sistema, dove

g(x,y) = 2% +y* e g, = 2 e g, = 2y ne rappresentano le derivate parziali.

{2:6(3/2—4) =F,=Mgz= 2)\z

2y(z*—9) =F,=Xgy = 2y
?+y? =gy = 25.
Poiche vogliamo ora guardare al di 14 dei punti stazionari (gia investigati), possiamo allora assumere

A # 0. Per incominciare, si assuma x,y # 0. In questo caso si hanno delle ovvie semplificazioni e

(22 —9) = (y* — 4) segue combinando le prime due equazioni semplificate. Combinando ora con la

terza equazione otteniamo (22 — 9) = (y?> —4) = 25 — 22 — 4 da cui 222 = 30. Quindi x = +/15
ey = £v25—15 = £/10. Tutte e quattro le possibilita sono di interesse e cid suggerisce (nel
volerle catalogare) di guardare alla simmetrie della F', che in effetti & pari sia rispetto alla 2 (ossia
F(—z,y) = F(x,y)) che rispetto alla y (ossia F(x,—y) = F(z,y)). Ora, F(+v15,+£/10) = 36, e
quindi questi quattro punti, cosi come anche 1’origine stessa, sono punti di massimo assoluto sulla
regione R in quanto, per magica coincidenza, F(0,0) = 36 = F(£+/15,++/10). Ma non abbiamo
ancora scovato i minimi. Evidentemente dobbiamo andare a cercare fuori dall’assunzione x,y # 0
sopra presa per comodita. Ora, se x = 0, allora y = £5 segue dalla terza equazione. Analogamente,
se y = 0 allora z = £5. Questa volta F(+5,0) = —4-16 = —64 ¢ F(0,+5) = —9-21 = —189 < 64,
quindi (0, £5) & minimo assoluto mentre (+5,0) & minimo relativo su R.

2.d)
2 Min Assorutr: (0,+5), ; F(0,4+5) = —189
2 MiN ReLATIVE: (£5,0), ; F(£5,0) = —64
5 MaX AssorLutr: (0,0) e (£v/15,+v10) ; F(£v/15,+v/10) = F(0,0) = 36
6/30
2.e. Descrivere il domino D[R] di h(x,y) := 1/49 (22 — 9)(y2 — 4) in coordinate cartesiane.
2.e)
DI = {(a.y) € B : (2 —9)(42 —4) 20}
1/30
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2.f. Determinare tutti i punti estremali di h(z,y) = 1/49 (22 — 9)(y2 — 4) nella regione R N D[h].

Osservato che h(z,y) = /49 F(z,y), e considerato che la funzione /- & monotona, possiamo allora
avvalerci dell’analogo studio per la funzione F'. Si giunge alle seguenti conclusioni.

2.7)

INFINITI MINIMI ASSOLUTI DOVE h(x,y) = 0: ogni punto in ¥g N R

5 Max Ass: (0,0) e (£v/15,+v10) ; F(£v/15,+v/10) = F(0,0) = v/49 - 36 = 42 )
2/30

. Sia B ={(2,9,2) €R® |2 =0, 22 +y?>+22—-8y+15 < 0}. Sia M il solido che si ottiene facendo
ruotare E attorno all’asse delle z. Sia R l'intersezione tra Mg ed il piano z = ?

3.a. Disegnare sia E (sulla sinistra) che R (sulla destra);
3.b. Esprimere Mg ed R in coordinate cilindriche;

3.c. Esprimere R in coordinate Cartesiane;

3.d. Calcolare il volume di Mg mediante integrazione;

3.e. Calcolare l'integrale triplo I = fME z+x+ay dedydz;
3.f. Calcolare la superfice S di R.

Quando intersechiamo la sfera z? + y? 4+ 22 — 8y + 15 < 0 con il piano z = 0 otteniamo un
disco y? + 22 — 8y + 15 < 0. Esso trova una pil trasparente scrittura come (y — 4)? + 22 < 1.
Questa riscrittura indica chiaramente il raggio e le coordinate del centro, ed e stata ottenuta con
la tecnica del completamento al quadrato. Questo disco ormai completamente compreso ¢ F, ed e
illustrato in figura. Se noi ruotiamo la superfice E attorno all’asse delle z otteniamo una ciambella
come solido di rotazione. Nel gergo matematico questa ciambella ¢ chiamata toro. I punti piu alti
della ciambella hanno quota z = 1 e sono disposti lungo una circonferenza di raggio 2. Quando

si interseca la ciambella con il piano z = 73 si ottiene un disco bucato (R, il buco con la menta

intorno). Una fotografia (scattata da Hubble) di questo anello di Saturno R ¢ riportata nella figura,
sulla destra. I bordo esterno dell’anello ha raggio 4,5 mentre il bordo del buco interno ad esso ha
raggio 3, 5.

a.l) Disegnare E a.2) Disegnare R
z Y

3\4 /5 y 3,5 X

45 14+1/30
b) coordinate cilindriche
Mg ={(p,0,2) eR® : 22<1—(p—4)}
— .7 9 , _ V3
R_{(p7972)6R3 . §§P§§72—7} 1+1/30
c) coordinate Cartesiane
— Co,— 1 49 81
R={(z,y,2) €R® : z=1, P <a®+y* <} 1/30

Vista la simmetria cilindrica di Mg, reputiamo conveniente riferirci alle coordinate polari ed os-
servare che precisamente meta del volume di Mg galleggia al di sopra del piano z = 0. Cosi il
computo del volume V' di M puo essere condotto come segue.

2m 5 2 1
vV = 2/ / \/1—(p—4)2pdpd9=2/ d9/ V1—-t2(t+4)dt
o J3 0 -1
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1 1
= 47T</ \/1—t2tdt+4/ V1—t¢2 dt)
-1 -1
1t z
= 47 <§ V1—+¢2 dt2+4/ V1 —sin? acosa da)
-1 -z
1] 2 sua ]t %
= 4nr 3 —g(l—t )2 +4 Veos? acosa da
—1 7%
1 511 3
= 4dr <§ [(1—t2)%}1 +4 /2 cos? da)
-Z
Ean |
= 47 <0+4/ §+cos2a da)
-3

a 1. 2 . z
= 16w {5—1—58111204} =87 [a+sin2a]2x
2

(ME

=8m(m+0)=872.

d)

V=2 [>T (p—4)2pdpdf =8>

4/30

Per il computo di I conviene scomporre I = fME z+x + zy dV come fME z dV + fME x+ay dV

ed osservare che il solido Mg gode delle seguenti simmetrie:
1. (z,y,%) € Mg se e solo se (x,y, —z) € Mg, da cui segue fME zdV =0.
2. (z,y,2) € Mg se e solo se (—z,y,z) € Mg, da cui segue fME x+axy dV =0.

e)
I= [y, zdV+ [y v+zydV/ =0+0=0

3/30

Per il computo della superfice S di R conviene ottenerla come differenza tra le superfici dei cerchi

di raggio % el ossiaS=m (92_72) = 8.

27 22
f)

S:w(922§72) =8

2/30
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Prova scritta di Matematica II - 29/03/2007 - FILA B
c.d.L. Scienze dell’Architettura - Prof. R. Rizzi

1l.a. Determinare le equazioni dei seguenti piani:
l.a.a. piano II; passante per (1,1,1) e ortogonale a (2, —3,5);
l.a.b. piano IIy passante per (0,—1,1), (4,0,0), (1,—2,0);
l.a.c. piano II3 passante per (5,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (3¢ +
3,2t —2,0).
1l.a.d. quale relazione geometrica osserviamo tra i piani Iy, IIs e II37

Il piano II; passante per (1,1,1) e ortogonale a (2,—3,5) avra equazione (z,y,z) - (2,—3,5) =
(1,1,1) - (2,-3,5) ossia 22 — 3y + 52z = 4.

Assumiamo che il piano Il; sia descrivibile tramite un’equazione della forma ax+by+cz =1. La
condizione del passaggio per (4,0,0) impone a = 1/4, a questo punto la condizione del passaggio
per (1,—2,0) impone b = —3/8, ed infine la condizione del passaggio per (0, —1,1) impone ¢ = 5/8.
Moltiplicando tutto per 8 otteniamo 2x — 3y + 52z = 8.

Il piano II3 passante per (5,1,1) e contente la retta di equazioni parametriche P(t) = (3t+ 3,2t —
2,0) contiene in particolare i punti P(1) = (6,0,0) e P(—1) = (0,—4,0) ed & ortogonale al vettore
(3,2,0)A[(5,1,1)—(0,—4,0)] = (3,2,0)A(5,5,1) = (2,—3,5) in quanto il vettore (3,2, 0) esprime la
direzione della retta P(t), contenuta nel piano. Poiche (2, —3,5)-(6,0,0) = 12, possiamo descrivere
il piano II3 con 'equazione 2x — 3y + 52z = 12.

II;:2x -3y +5z =4 i tre piani Iy, IIy e 13

Iy:2x -3y +5z = 8 sono PARALLELI
II3:2x -3y +5z = 12

1+1+1+1/30

Un metodo alternativo per la determinazione di II3 poteva essere quello di ottenere 2 piani la
cui intersezione individuasse la retta P(t), e da essi, tramite l'introduzione di un parametro a,
ottenere la famiglia dei piani contenenti la retta P(t); infine, determinare il valore di a con la
condizione di passaggio per il punto (5,1,1). Questa strada é pit lunga ma vi consiglio comunque,
in fase di preparazione al tema, al provare strade ed approcci diversi ad uno stesso esercizio. Sarebbe
riduttivo dover fare affidamento su un metodo, quando invece i metodi sono nostre creature e molto
abbiamo da imparare dal confrontarli ed analizzarli mettendone in evidenza vantaggi, svantaggi
ed aspetti comuni, arrivando infine a denudarne gli aspetti essenziali come distillati dalle necessita
della parete da arrampicare, natura stessa del problema da risolvere. I soli veri matematici siamo
noi e ’esame va inteso come un’utile occasione per dedicare del tempo a questi giochi formativi.

1.b. In un riferimento Cartesiano x,y, z sono dati i tre punti e vettori
P=u=(1,2,0) Q=v=1(0,1,2) T=w=1(2,0,1).

1.b.a. Calcolare u-v A w.

U-vANWw=

DN O =
O N
— N O

=1-1-142-2-240-0-0-0-0-0=9
—— Y =
1 +8 0 1/30

1.b.b. Determinare l'area del triangolo di vertici P, @ e T.
L’area del triangolo & meta dell’area del parallelogramma di lati PQ = (0,1,2) — (1,2,0) =
(-1,-1,2) e PT = (2,0,1) — (1,2,0) = (1,—2,1), ossia meta della lunghezza del vettore
PQAPT = (—1,-1,2) A (1,-2,1) = (3,3,3). In effetti (3,3,3) & ortogonale (= prodotto
scalare nullo) sia a (—1,—1,2) che a (1,—2,1) il che mi vale come prova del nove per il
prodotto vettoriale computato. Pertanto, Area(PQT) = %\/ 32432+32= %\/g

Area(PQT) = 3||PQ A PT|| = 1((3,3,3)|| = V32 + 32 + 32 = /3

1/30




29/marzo/2007 63

1.b.c.

1.d.

Determinare la distanza di 1" dalla retta rpg passante per P e () e la distanza di P dalla
retta ror passante per Q e T'.

La distanza di T' dalla retta rpg passante per P e Q) corrisponde all’altezza del triangolo
PQT rispetto alla base PQ. Conviene avvalersi di quanto calcolato al punto precedente.

2. Area(PQT
d(T,rpq) = LTSN = 581 = 32 duerT>:1WZ%%§ﬁW::%V§1+1ﬂm

.c. Calcolare la distanza tra il punto P = (0,0, 1) e la retta R di equazioni z=2—yez=2—uz.

Esprimere R in forma parametrica.

Conviene innanzittutto esprimere R in forma parametrica. Prendendo z = ¢ si perviene alla
seguente scrittura in forma parametrica.

r = 2 -t
y = 2 —t
z = t

Ora che il generico punto R(t) di R & espresso in dipendenza di un singolo parametro ¢, possia-

mo minimizzare d(P, R(t) = /(2 ) — 0 + (2 — ) = 0)* + (t — 1)* = VB2~ 107+ 0.
che equivale a minimizzare il funzionale g(t) = 32 — 10t + 9 dacche la funzione f(r) = \/x

¢ monotona crescente. Il minimo si ha per ¢t = % come si puo evidenziare imponendo

0 =g¢'(t) = 6t—10. Il punto di R che minimizza ¢(t) & pertanto Q@ = (1/3,1/3,5/3).

Mentre g(5/3) = 2 A questo punto, d(P,R) = d(P,Q) = \/g(5/3) = \/g

Una strada alternativa avrebbe potuto essere la seguente. Si scelgono 2 punti qualsiasi della
retta R, come ad esempio i punti A = (0,0,2) e B = (1,1,1), e si ottengono i vettori
PA = (0,0,1) e PB = (1,1,0). A questo punto si calcola I'area del triangolo ABP come
Area(ABP) = L||PA A PBJ| = ||(~1,1,0)|| = ¥2. Infine, osservando che d(P, R) misura
I’altezza del triangolo ABP rispetto alla base AB, ed osservando che la lunghezza di tale base

¢ pari a /3, otteniamo d(P, R) = 2Area(ABP) _ \/g

[AB]
R:{Z — 5 d(P,R) = /3(5/3)2—10(5/3) + 9 = /2
- - ' 3/30

Calcolare la distanza tra le rette sghembe R; ed Ry di equazioni parametriche x = 1,y =
1,z=2tex=—1,y=165v2s+ /3, z = 1.

Il piu corto segmento che congiunge R; ed Ry sara ortogonale ad entrambe ossia parallelo al
vettore (0,0,1)A(0,1,0) = (—1,0,0), che & un versore (ossia ha lunghezza unitaria). Pertanto,
dove (1,1,0) & un qualsiasi punto della retta Ry e (—1,0,1) & un qualsiasi punto della retta
Rs, allora la distanza tra Ry ed Rs & data da |(—1,0,0)-(1,1,0) — (-1,0,0) - (=1,0,1)| =
In effetti la retta R; € contenuta nel piano II; : = = 1 mentre la