
Semanti
a 
ategoriale per il lambda 
al
olo tipato sempli
e.Maria Emilia Maiettimaietti�math.unipd.itLambda 
al
olo tipato sempli
e: 
on tale termine s'intende il lambda 
al
olo asso
iato allalogi
a intuizionista proposizionale 
on 
onnettivi: > (vero), ^ (
ongiunzione),! (impli
azione).I suoi tipi sono generati da: A ::= > j A�A j A! ATale lambda 
al
olo �e il paradigma di base della programmazione funzionale, ove un programma�e pensato 
ome una funzione.Semanti
a 
ategoriale: �e una semanti
a matemati
a 
ostruita utilizzando il linguaggio dellateoria delle 
ategorie.Vantaggi della semanti
a 
ategoriale: �e una semanti
a delle dimostrazioni, 
io�e dei lambdatermini, ed o�re una presentazione del lambda 
al
olo tipato sempli
e in termini di operatori(detti 
ombinatori) ed equazioni.Appli
azioni della semanti
a 
ategoriale: permette di 
ostruire la ma

hina astratta 
at-egoriale 
he preso 
ome input un lambda termine produ
e 
ome output la sua forma normale.Da Logi
al Foundations of Fun
tional Programming - Gerard Huet, Addison-Wesley Pub-lishing Company, 1990 pag.6 (traduzione libera)\L'idea di usare l'interpretazione del lambda 
al
olo nella sua semanti
a 
at-egoriale 
ome paradigma di 
ompilazione dei linguaggi funzionali si svilupp�o sinoall' ideazione della 
ategori
al abstra
t ma
hine. Al 
h�e si 
omprese 
he i 
ombi-natori 
ategoriali non sono puramente degli oggetti astratti da eseguire 
on regoledi ris
rittura attraverso equazioni ma possono essere 
onsiderati propriamente delleistruzione ma

hina."Teoria delle 
ategorie: il 
on
etto base �e quello di 
ategoria dotata di oggetti e morfismi
ome dati primitivi. Il ragionamento 
ategoriale si fonda essenzialmente su uguaglianze tra
omposizioni di mor�smi detti diagrammi 
ommutativi. La \
a

ia al diagramma" �e un modoper ragionare su una serie di 
ompli
ate uguaglianze simultaneamente.Bibliogra�a:Mi
hael Barr and Charles Wells - Category theory for Computing S
ien
e. Prenti
e Hall Inter-national. Series in Computer S
ien
e. 1989J. Lambek and P.J. S
ott- Introdu
tion to higher order 
ategori
al logi
. Cambridge UniversityPress, 1986.Saunders Ma
Lane - Categories for the Working Mathemati
ian. Springer Verlag, 1971(�e uno dei primi testi di teoria delle 
ategorie)
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La nozione di 
ategoriaUna 
ategoria C �e 
ostituita da- una 
ollezione ObC di oggetti A ; B ; C : : :- una 
ollezione MorC di mor�smif : A! B g : C ! BIn parti
olare 
on HomC(A;B) si intendono i mor�smi di C del tipo f : A! B aventi A 
omedominio e B 
ome 
odominio.(�n qui �e 
ome aver dato un grafo 
on nodi e ar
hi orientati)Inoltre �e de�nita un'operazione di 
omposizione� : HomC(A;B) � HomC(B;C) ! HomC(A;C)(f : A! B; g : B ! C) �! g � f : A! C
he �e asso
iativa: per ogni f : A! B , g : B ! C , h : C ! Dh � (g � f) = (h � g) � fe ha un elemento neutro: per ogni oggetto A in ObC esiste un mor�smo id : A! A tale 
heid � f = f = f � idEsempi:1. la 
ategoria Set oveObSet: gli insiemi di ZF(C)HomSet(A;B): sono le funzioni f da A a B.2. la 
ategoria FinSet oveObFinSet: gli insiemi �niti di ZF(C)HomFinSet(A;B): sono le funzioni f da A a B.Nota 
he FinSet �e una sotto
ategoria di Set, 
io�e ha 
ome oggetti una sotto
ollezione dioggetti di Set e 
ome mor�smi una sotto
ollezione dei mor�smi 
orrispondenti di Set3. la 
ategoria Graf oveObGraf : i gra� orientati, 
io�e nodi 
on ar
hi orientatiHomGraf (A;B): sono i mor�smi di grafo 
he asso
iano ad un nodo del grafo dominio unnodo del grafo 
odominio e ad un ar
o del grafo dominio un ar
o del grafo 
odominio tale
he i nodi �nale ed iniziale dellar
o nel grafo dominio sono mandati esattamente nel nodo�nale ed iniziale dellar
o asso
iato nel grafo 
odominio.
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De�nizione di 
ategoria 
artesiana 
hiusaDe�nizione di oggetto terminale:Una 
ategoria C ha un oggetto terminale 1 se per ogni oggetto A di C� esistenzaesiste un mor�smo nilA : A! 1� uni
it�anilA �e uni
o, 
io�e in HomC(A; 1) 
'�e solo nilA.De�nizione di prodotto binario:Dati A;B oggetti in una 
ategoria C si di
e 
he A � B �e il prodotto di A e B se esistono duemor�smi �A : A�B ! A �B : A�B ! Btali 
he dati 
omunque due mor�smi f : C ! A e g : C ! B� esistenzaesiste un mor�smo hf; gi : C ! A�B per 
ui vale�A � hf; gi = f �b � hf; gi = gCf
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��A A�B�Aoo �B // B� uni
it�ail mor�smo hf; gi �e uni
o, 
io�e per ogni h : C ! A�Bh�A � h; �B � hi = hDe�nizione di 
ategoria 
on prodotti binari:Una 
ategoria C ha prodotti binari se dati 
omunque due oggetti A;B esiste un oggetto di C
he �e il loro prodotto A�B.De�nizione di 
ategoria 
artesiana:Una 
ategoria C �e 
artesiana se ha un oggetto terminale e prodotti �niti.De�nizione di 
ategoria 
artesiana 
hiusa:Una 
ategoria C 
artesiana si di
e 
hiusa se dati 
omunque due oggetti A;B esiste un oggettodi C, detto oggetto dei mor�smi da A in B [A! B℄e un mor�smo App : [A! B℄�A ! Btali 
he dato 
omunque un mor�smo f : C �A! B3



� esistenzaesiste un mor�smo 
ur(f) : C ! [A! B℄tale 
he App � h
ur(f) � �C ; �Ai = fC �Af
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zz hCur(f)��C ;�Ai
��B [A! B℄�AAppoo� uni
it�aCur(f) �e uni
o, 
io�e per ogni g : C ! [A! B℄Cur(App � hg � �C ; �Ai) = gEsempi- Set �e una 
ategoria 
artesiana 
hiusa: 
ome oggetto terminale basta prendere un singoletto,
ome prodotto binario di due insiemi il loro prodotto 
artesiano e 
ome oggetto dei mor�smitra due insiemi esattamente l'insieme delle funzioni tra i due insiemi.- FinSet �e 
artesiana 
hiusa: la struttura 
artesiana 
hiusa �e quella di Set, per
h�e prodotti espazi delle funzioni di insiemi �niti sono �niti.Lambda 
al
olo tipato sempli
eOra ri
ordiamo la de�nizione del lambda 
al
olo tipato sempli
e, 
he indi
hiamo 
on �. I suoitipi sono generati da: A ::= > j A�A j A! ALe regole per generare i 
ontesti sono:
1) ; Cont 
2) � Cont x : A V ar�; x : A 
ont (x : A 62 �)Le regole per i termini sono le seguenti:ass) � Cont�; x : A ` x : A ter) � Cont� ` � : >I-pro) � ` a : A � ` b : B� ` ha; bi : A�BE-pro1) � ` t : A�B� ` �1(t) : A E-pro2) � `C t : A�B� ` �2(t) : BI-ar) �; x : A ` b : B� ` �x : A:b : A! B E-ar) � ` t : A! B � ` a : A� ` t(a) : B4



Le regole di 
onversione per i termini sono:� �>) � ` t : >� ` t = ? : >� � pro1) � ` a : A � ` b : B� ` �1(ha; bi) = a : A � � proj2) � ` a : A � ` b : B� ` �2(ha; bi) = b : A�-pro) � ` t : A�B� ` h�1(t); �2(t)i = t : A�B�-ar) �; x : A ` t : B � ` a : A� ` (�x : A:t)(a) = t[x=a℄ : B �-ar) � ` t : A! B� ` �x : A:t(x) = t : A! B (x : A 62 �)Nota 
he per induzione sulla derivazione del giudizio si dimostra 
he le regole di indebolimentoe sostituzione sono ammissibili.Proposition 0.1. Nel sistema � sopra de�nito le seguenti regole sono ammissibili:indebolimento � ` b : B�; x : A ` b : Bsostituzione �; x : A ` b : B � ` a : A� ` b[x=a℄ : BLegame tra lambda 
al
olo e semanti
a 
ategorialeInterpretazione del lambda 
al
olo in una 
ategoria:- un lambda termine tipato viene interpretato in un morfismo della 
ategoria in modo tale 
heil suo tipo risulti interpretato nel 
odominio del mor�smo e il suo 
ontesto nel dominio delmor�smo;- la 
onversione tra due lambda termini viene interpretata nell' uguaglianza tra i mor�smi
he interpretano i lambda termini.Nota 
he non si de�nis
e l'interpretazione di lambda termini non tipati.Validit�a e 
ompletezza della semanti
a 
ategoriale:le regole di 
onversione del lambda 
al
olo sono valide nella semanti
a 
ategoriale per
h�e risul-tano interpretate in uguaglianze 
ategoriali.�E possibile poi 
ostruire la 
ategoria dei lambda termini per dimostrare la 
ompletezza:
io�e se due mor�smi interpretanti 
ias
uno un lambda termine sono uguali allora an
he i lambdatermini 
he denotano sono uguali per 
onversione.In parti
olare proveremo 
he:Theorem 0.2. La semanti
a valida e 
ompleta per il frammento 
artesiano del lambda 
al
olo,
io�e 
on soli tipo terminale > , tipo prodotto A � B �e data da una 
ategoria 
artesiana,
io�e 
on prodotti �niti.Theorem 0.3. La semanti
a valida e 
ompleta per il lambda 
al
olo sempli
e 
on tipo terminale>, tipo prodotto A�B e tipo A! B �e data da una 
ategoria 
artesiana 
hiusa, 
io�e 
onprodotti �niti e spazio delle funzioni.
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Interpretazione del lambda 
al
olo in una 
ategoria 
artesiana 
hiusa:Data una 
ategoria 
artesiana 
hiusa C de�niamo un'interpretazioneIC : �! C
ome segue: i tipi sono interpretati in oggetti della 
ategoria per ri
orsione sulla loro derivazioneIC(>) � 1IC(A�B) � IC(A)� IC(B)IC(A! B) � [IC(A) ! IC(B)℄i 
ontesti in oggetti della 
ategoria e i termini tipati in morfismi pure per ri
orsione sullaloro derivazione: IC(;) � 1IC(�; x : A) � IC(�)� IC(A)IC(�; x : A ` x : A) � �IC(A)IC(� ` � : >) � nilIC(�)IC(� ` ha; bi : A�B) � hIC(� ` a : A);IC(� ` b : B)iIC(� ` �1(t) : A) � �A � IC(� ` t : A�B)IC(� ` �2(t) : A) � �B � IC(� ` t : A�B)IC(� ` �x : A:b : A! B) � Cur(IC(�; x : A ` b : B))IC(� ` t(a) : B) � App � hIC(� ` t : A! B);IC(� ` a : A)iLemma 0.4. (Indebolimento) Per ogni giudizio � ` b : B derivabile in � alloraIC(�; x : A ` b : B) = IC(� ` b : B) � �IC(�)Lemma 0.5. (Sostituzione) Se �; x : A ` b : B e � ` a : A sono derivabili in � alloraIC(� ` b[x=a℄ : B) = IC(�; x : A ` b : B) � hidIC(�);IC(� ` a : A)iQuesti lemmi si dimostrano per induzione sulla derivazione dei giudizi. Servono per poterdimostrareTheorem 0.6. (validit�a e 
ompletezza) Assumiamo 
he i giudizi � ` b : B e � ` 
 : B sianoderivabili in � allora:� se pure � ` b = 
 : B �e derivabile ne segue 
heIC(� ` b : B) = IC(� ` 
 : B)� vi
eversa se IC(� ` b : B) = IC(� ` 
 : B) per ogni 
ategoria 
artesiana 
hiusa C allorain � �e derivabile � ` b = 
 : BProof. La dimostrazione segue per induzione sulla derivazione del giudizio di 
onversione.
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Eser
izi1. Veri�
are 
he Pset avente 
ome oggetti gli insiemi e 
ome mor�smi le funzioni parziali �euna 
ategoria.2. Veri�
are 
he FinVe
t avente 
ome oggetti gli spazi vettoriali �niti sui reali R e 
omemor�smi le matri
i a righe e 
olonne �nite �e una 
ategoria.3. Des
rivere la 
ategoria 
on il numero minimo di oggetti e mor�smi.4. Si 
onsideri il 
al
olo dei sequenti intuizionista proposizionale e si 
ostruis
a Seq(IL)prendendo 
ome oggetti le formule e 
ome mor�smi HomSeq(IL)(A;B) i sequenti A ` B.Veri�
are 
he Seq(IL) �e una 
ategoria.5. Si 
onsideri il lambda 
al
olo sempli
e asso
iato al frammento della logi
a intuizionista
on solo vero, 
ongiunzione ed impli
azione, 
io�e 
on tipo > terminale, tipo prodottoA � B e tipo A ! B. Si 
ostruis
a C(�) avente 
ome oggetti i tipi A;B;C : : : e 
omemor�smi HomC(�)(A;B) la 
lasse di lambda termini x : A ` b(x) : B ovex : A ` b(x) : B ' y : A ` b(y) : Bse b(y)[y=x℄ = b(x) Veri�
are 
he C(�) �e una 
ategoria.6. Dato un grafo orientato 
on nodi: A;B;C;D;E; F e ar
hi:a : A! B; 
 : C ! B; d : D ! C; a : C ! A e : A! E-quali nodi e ar
hi orientati o

orre aggiungere per 
hiuderlo sulla 
omposizione di ar
hi?-una volta 
hiuso sulla 
omposizione, quali ar
hi ed equazioni di uguaglianza tra ar
hio

orre aggiungere per
h�e diventi una 
ategoria?- sai des
rivere una pro
edura 
he dato un un grafo orientato genera una 
ategoria avente
ome oggetti i nodi dell'ar
o tale 
he la sua 
ollezione di mor�smi 
ontenga tutti gli ar
hidel grafo?7. Veri�
are 
he Seq(IL) �e 
artesiana8. Veri�
are 
he C(�) ha i prodotti �niti.9. Pset ha oggetto terminale e prodotti �niti?10. Veri�
are 
he in una 
ategoria 
on oggetto terminale 1 e prodotti �niti allora A � 1 �eisomorfo ad A (s
ritto A � 1 ' A ) ossia esistono f : A � 1 ! A e f 0 : A ! A � 1 talef 0 � f = id ed f � f 0 = id.11. Veri�
are 
he in una 
ategoria 
on prodotti vale sempre A� (B � C) ' (A�B)� C.12. Veri�
are 
he in Set si ha Hom(1; A) ' A, 
io�e gli elementi globali di A (ossia i mor�smif : 1 ! A da 1 verso A) sono in 
orrispondenza 
on gli elementi di A.13. Veri�
are 
he in una 
ategoria 
artesiana 
hiusa[1 ! A℄ ' A e 
he [A�B ! C℄ ' [A! [B ! C℄℄.14. Veri�
are 
he FinSet �e 
artesiana 
hiusa.7



15. Veri�
are 
he C(�) e Seq(IL) sono 
artesiane 
hiuse.16. Veri�
are 
he la regola di s
ambio�; x : A; y : B ` t : C�; y : B; x : A ` t : C�e derivabile nel lambda 
al
olo tipato sempli
e �.Veri�
are inoltre 
he se �; x : A; y : B ` t : C �e derivabile in � allora se
ondo l'interpretazioneIC in una 
ategoria 
artesiana 
hiusa CIC(�; x : A; y : B ` t : C) =IC(�; y : B; x : A ` t : C) � hh�IC(�) � �IC(�;x:A); �IC(B)i; �IC(A) � �IC(�;x:A)iSi 
onsiglia di disegnare l'interpretazione diagrammati
a del suddetto lemma.
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