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1. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 9 OTTOBRE 2009 (2 ORE): L’INSIEME DI CANTOR

Definizione 1. Dati a,b € R, a < b, definiamo la seguente funzione:

C(la, b)) = [a,a—k bg“} U [a+ % (b—a),b]

C ¢ una funzione che opera sull’insieme degli intervalli chiusi e limitati di R e restituisce un’unione di due
intervalli chiusi e limitati ottenuta dividendo I'intervallo di partenza in tre parti uguali ed eliminando I’intervallo
centrale privato degli estremi.

Definizione 2. Definiamo per induzione una successione di insiemi e di collezioni di intervalli in questo modo:
poniamo I{O) =1[0,1] e Fo := {Il(o)}. Supposto di aver definito la famiglia Fj_; costituita da 2*~!

definiamo 2% intervalli ponendo per j =1, ..., 2" 1:

intervalli,

k— k k
cr* V=1 ur

e consideriamo la nuova famiglia Fj := {Ij(.k) c 1< <2F)
Osserviamo che tutti gli intervalli della famiglia 73 hanno lunghezza 1/3*. Sia ora

21@
a=Uz"=U1
j=1 IEFy,
1
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L’insieme ternario di Cantor C & definito come C = n Ch.

k=1

Per ogni k € N, 1 < j < 2F indicheremo con a;k) e b;k) gli estremi dell’intervallo IJ(»k), ossia Ij(.k) = [a;k), bgk)].

Diamo ora alcune proprieta dell’insieme di Cantor, il lettore e incoraggiato a farsi qualche disegno per
visualizzare meglio i concetti:

Proposizione 1.

(

(1)

(2)

(3)
(4)

(5)

(7)
(8)
(9)
10

)

rappresentazione per ricorrenza degli estremi di I J(

k k—1 k k-1 k-1 2
agg 1 =ay ", = =alt e Y
i=k+1
k k-1 2 k—1
agj) a§- )+3—k, b :b; ).
si ha che a(k) b JecC per ogni k € N, 1 < j < 2% in altre parole gli estremi che compaiono durante

Uapplicazione dz C appartengono tutti all’insieme di Cantor.

Gli insiemi Cy e C' sono compatti.
C' ¢ misurabile e la sua misura ¢ data da:

£(0) = lim L(Cr)=0

rappresentazione degli estremi degli intervalli di Fr, k€ N, k> 1

k
{agk): 1<j<2k) = IZZ%; cie{O,Q},il...k}

etr=foos
&

“+o0
=Y Siae{o2t+ Y 3221k}

=1 i=k+1

WO

=

PP 1<i<ob) =

C&J‘Q

rappresentazione dei punti dell’insieme di Cantor:

C = {m — Z% - {eihien € {0,2}}.

i=1
C' non contiene intervalli aperti non degenert.
C ha la cardinalita di R, in particolare non é numerabile.

[0,1]\ C & un’unione numerabile di intervalli aperti disgiunti.
C' non ha punti isolati.

Dimostrazione.

(1)

Infatti se consideriamo i primi j — l-intervalli della famiglia Fj_1, con 'applicazione della mappa C
danno luogo a 2(j — 1) intervalli. Pertanto il j-esimo intervallo della famiglia Fj da luogo ai due
intervalli successivi a 2(j — 1), ovvero agli intervalli numero 2(j — 1) +1=2j—1e 2(j — 1) + 2 = 2j.
Nell’applicazione di C ad un intervallo I, se C(I) = I; U Is Pestremo sinistro dell’intervallo I rimane

.. . .. . (k=1 k—1) .
come estremo sinistro dell’intervallo I;: nel nostro caso l’estremo sinistro di IJ(- ) OVVero ag- ) e

uguale all’estremo sinistro del primo dei due intervalli ottenuti applicando C, ovvero a a(zl;ll. Le altre
formule si ottengono ricordando che ’estremo destro del primo intervallo si ottiene aggiungendo a
quello sinistro 1/3 del valore della lunghezza di Z; (k=1 ¢ ricordando che la lunghezza di Z k=1 51 /3k=1,

Analogamente ’estremo sinistro del secondo intervallo si ottiene aggiungendo ad aQJ 1 12/3 di tale

lunghezza. L’estremo destro del secondo intervallo ottenuto da IJ(-k D & 1o stesso di quello di IJ(»k 28
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Infine si ricordi che per le note proprieta della serie geometrica,
i=k-+1 33

Si tratta di un caso particolare del precedente.

Gli insiemi Cf, essendo unione finita di chiusi, sono a loro volta chiusi. Pertanto C ¢ chiuso in quanto
intersezione di chiusi. Tutti questi insiemi sono poi limitati perché contenuti in [0, 1].

Dato k € N, gli intervalli Ij(.k) per 1 < j < 2 sono due a due disgiunti e in numero finito, e pertanto si
ha £(Cy,) = 2% -1/3F = (2/3)F. Gli insiemi Oy e costituiscono una successione strettamente decrescente
di chiusi Cy D Cky1 D .... Poiché Cy = [0, 1] ha misura finita, si ha la tesi.

Tali formule si dimostrano per induzione. Proviamo ad esempio la prima: supponiamo sia vera fino
all’'ordine k£ — 1, allora dalle formula di rappresentazione per ricorrenza si ha che se j € pari, j = 2m si
ponga ¢ = 2 ottenendo

& _ (k) _ (k=1) | 2 kz_l G2 e
—1 i i
4 = %am =Gy +§:i:1§+37k:i:1§

Il procedimento e del tutto analogo per il caso dispari e per le altre formule.

Indichiamo con C* = {& = >77, & : {¢;}ien € {0,2}}. Se z € C* allora esiste una successione {¢; }ien

oo N

¢ c

a valori in {0, 2} tale che x = Z 3—1 Definiamo la successione {z}yen ponendo xpy = 3—1 Si ha

i=1 i=1

= =1
(2
0<z—on= > =<2 =
i=N+1 i=N+1

ridotta di una serie convergente. Pertanto la successione {zy} yen € monotona e converge a x. Inoltre
si ha, dalla formula di rappresentazione per gli estremi degli intervalli, che z € C per ogni n € N.
Poiché C e chiuso ne segue che x € C e quindi C* C C.

Per provare l'inclusione opposta, proviamo che se x € [0,1] \ C* allora « ¢ C. Supponiamo quindi che
z € [0,1] \ C*, pertanto x & della forma

it C; 1 > d7
v= twt 2 3o
1=1 i=k+1

dove ¢; € {0,2}, e {d; :;i € N, i > k+ 1} = {0,2}. L’indice k ¢ il primo indice in cui compare un 1
nello sviluppo di z in base 3, se kK = 1 allora la prima somma & assente. I valori di d; non possono essere
tutti nulli, altrimenti si avrebbe

k—1 : 1 k—1 . [e%9) 9
K3 3 *
xr = §+3T:Z§+Z§EC’
i=1 i=1 i=k+1
€ non possono nemmeno essere tutti uguali a 2, altrimenti
k—1 oo k—1
C; 1 2 C; 2 .
xTr = §+37k+2§:2§+37k60
i=1 i=k+1 i=1

Poiché i valori di d; non sono né tutti nulli, né tutti uguali a 2, si ha che

— d; — 2 1
> 3 < > 30 3k
i=k+1 i=k+1
e poiché per qualche j =1, ..., 2F
k—1
¢ 1 (k—1)
§ + 3*16 = bj <z

s
Il
-
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si ottiene

(k—1) k n, 1 gE=1)

i= k+1 3k
quindi = ¢ Cj, e pertanto x §é C.
(7) Tali intervalli hanno infatti misura positiva, mentre C' ha misura nulla.
(8) L’insieme di Cantor ¢ in corrispondenza biunivoca con le successioni a valori in {0, 2}, pertanto esso ha
la cardinalita {0, 1}, ovvero 2V ovvero la cardinalita di R.
(9) [0,1]\ C & aperto e in R ogni aperto si pud scrivere come unione di numerabile di intervalli disgiunti.
In particolare si ha:

|:U U U U{C7}lEN7

k=1 \{c;}ien€{0,2}"

[SSRN )

oa\C= 5

dove

i=1

A . 2
Uesysenk = | 2 5 + 38 Z * 3%

con {¢; }ien successione in {0, 2}.
oo

s
(10) Siaz e C, x = Z 3—2 Distinguiamo due casi:
i=1
(a) se esiste N € N tale per cui ¢; =0 per ¢ > N si ponga

N 2

Ty = 3Z+31+n60\{m}
i=1

e si osservi che x,, — x che, quindi, non & isolato.

(b) se invece ¢; # 0 per infiniti indici ¢ € N si ponga
1
Ty = Z 3i € C\{z}
i=1
e si ha ancora z,, — x.

Definizione 3. Definiamo la seguente applicazione f : C' — [0,1]
2¢; >
(y)-os
i=1 i=1
per ogni successione {c;};en a valori in {0,1}. Grazie alla proposizione precedente, si ha che tale applica-

zione assume gli stessi valori agli estremi degli intervalli U{C Vienk (tali estremi appartengono a C), pertanto
estendiamo f ad una funzione f nel modo seguente fie = fe

f(U{Cz}LeM ) = (lnf{U{Ci}i€N7k})
per ogni {¢; };en successione in {0,2}. La funzione f : [0, 1] — [0, 1] prende il nome di funzione di Cantor-Vitali
o scala del diavolo.
Proposizione 2. La funzione di Cantor f:[0,1] — [0,1] soddisfa le sequenti proprieta:
(1) f(0)=0, f(1)=1
(2) f(C)=10,1], quindi f é suriettiva;
(3) f € non decrescente;

(4) f ¢ (uniformemente) continua;
(5) f ¢ derivabile in un insieme di misura 1 con derivata nulla, tuttavia non é costante.

Dimostrazione.

(1) Immediata.
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(2) Ogni numero dell’intervallo [0, 1] pud essere scritto in base 2, ovvero dato & € [0, 1] esiste una successione
oo

{ci}ien C {0,1} tale che %
i=1

(3) Immediata dalla definizione.

(4) Per assurdo, sia x un punto in cui f ¢ discontinua. Poiché f & crescente e limitata, essa ammette limiti
destro e sinistro finiti in @, siano essi f(z7) e f(x™) rispettivamente. Tali limiti sono diversi, per cui
f(@7) < f(zt) e quindi |f(z7), f(z)[U]f(x), f(2T)[ non & contenuto in [0,1] = f([0,1]), assurdo perché
almeno uno di tali intervalli & non vuoto. La continuita uniforme discende dalla compattezza di [0, 1].

(5) f e derivabile (perché costante) su tutti i punti di [0,1] \ C e ivi ha derivata nulla.

d

Proposizione 3. Esiste un insieme misurabile secondo Lebesque ma non boreliano.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione g(x) = f(z)+x con f funzione di Cantor. Tale funzione & strettamente
crescente, continua quindi & un omeomorfismo di [0, 1] in [0,2]. Sia I un intervallo dove la funzione di Cantor
¢ costante. Allora L(g(I)) = L(I), pertanto passando alle unioni numerabili, si ha che

L(g([0,1]\ €)) = L([0, 1]\ C) = 1
e quindi £(g(C)) = 1. Sia D C ¢(C) un insieme non misurabile (ogni insieme di misura esterna positiva
contiene un insieme non misurabile) e poniamo B = ¢g~!(D). B & contenuto nell’insieme di Cantor che ha

misura nulla, quindi & misurabile. Supponiamo sia un Boreliano. Ma allora si avrebbe per continuita che
D = g(B) = (¢97)~(B) dovrebbe essere un boreliano per continuita di g e g1, ma ciod & assurdo. O

Osservazione 1. Osserviamo le seguenti proprieta di autosomiglianza dell’insieme di Cantor e della funzione di
Cantor:

3x e’ se0<z<1/3
r€Cseesolose (3x—2€C se2/3<z<1
falso altrimenti.
Per la funzione di Cantor si ha:
f(3z)/2 se 0 <z <1/3,
flz)=<¢1/2 se 1/3 <x<2/3,

1+V@Bz—2)/2 se2/3<z<1.

Questo dice fra laltro che la parte del grafico di f contenuta in ciascuno dei rettangoli [0,1/3] x [0,1/2],
[2/3,1] x [1/2,1] & una copia in scala (compressa lateralmente) dell’intero grafico nel quadrato [0,1] x [0, 1].

2. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 13 OTTOBRE 2009 (2 ORE): MISCELLANEA SULLA TEORIA DELLA MISURA

Esercizio 1. E noto che se {E, }hen € una successione decrescente di insiemi misurabili, cio¢ E,11 C E,, e
Ey ha misura finita, allora m(( E,) = limm(E,,). Mostrare con un esempio che l’enunciato puo essere falso
quando m(E;) = co.

Svolgimento. Per n € N\ {0} poniamo E,, = {(z,y) € R? : 2 € R,0 < y < 1/n}, & successione decrescente di
misurabili. Ogni E,, ha misura 2-dimensionale +o00. Siha che E := (] E,, = Rx{0} che ha misura di Lebesgue 2-
dimensionale nulla: infatti £ = J, cy] —n,n[x{0} e per provare I'asserto ¢ sufficiente mostrare che | —n, n[x {0}
ha misura nulla per ogni n. Tale fatto si ottiene con la successione di insiemi F,,, =] — n,n[x[0,1/m], la cui
intersezione |J;7_; Finn & proprio | — n,n[x{0} e la misura di F,,,, = 22 — 0 al tendere di m — +oc.
Esercizio 2. Dimostrare che se f : R — R & misurabile allora per ogni « € R l'insieme {z € R: f(z) = a} &
misurabile. Mostrare che esiste una funzione non misurabile tale che per ogni «, l'insieme {z € R: f(z) = o}
¢ misurabile.

Svolgimento. Se U := {x € R: f(z) = a} = 0 allora & misurabile e ha misura nulla. Supponiamo pertanto
che questo insieme non sia vuoto. Sia B, = {y € R: |y — a| < 1/n}. Per la misurabilita di f, gli insiemi
V, = f_l(Bn) sono tutti misurabili. L’intersezione V dei V,, ¢ misurabile perché intersezione di misurabili.
Inoltre se f(z) = « allora & € V,, per ogni n, quindi € V che quindi non & vuoto. D’altra parte se x € V si
ha |f(z) — o < 1/n per ogni n, quindi f(z) = a. Pertanto U =V che quindi & misurabile.
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Sia £ C R un insieme non misurabile, esso non puo essere numerabile, pertanto ha la stessa cardinalita di
R per l'ipotesi del continuo, quindi pud essere posto in corrispondenza biunivoca con intervallo ]0,1[. Sia
g : E —]0,1] tale corrispondenza biunivoca. Si ha che g=!(z) & vuoto se z ¢]0,1[ e se z €]0,1[, g~(x) ha
esattamente un solo elemento, pertanto ha misura nulla e quindi ¢ misurabile. Tuttavia ¢g=1(]0,1[) = E non
misurabile, pertanto g non ¢ misurabile.

Esercizio 3. Dimostrare che un insieme E € misurabile se e solo se la sua funzione caratteristica x g € misurabile.

Svolgimento. Sia E misurabile. V aperto di R. Se 0,1 € V allora x;Jl(V) =R, quindi ¢ misurabile. Se 1 ¢ V
si ha x3' (V) = R\ E che & misurabile perché E & misurabile. Se 1 € V e 0 ¢ V si ha che x;'(V) = E che &
misurabile. Pertanto y g ¢ misurabile. Viceversa, se x g misurabile, si ha che E = xy71(]1/2,3/2[) ¢ misurabile.

Esercizio 4. Dimostrare che se f ¢ una funzione misurabile e g € una funzione continua definita su R, allora
go f & misurabile. Mostrare che possono esistere una funzione continua g ed una funzione misurabile h tali che
h o g non ¢ misurabile.

Svolgimento. Sia V aperto di R. Si ha per continuita che g=1(V') & aperto, per cui f=*(g=1(V)) = (go f)"1(V)
¢ misurabile.

Sia 1 : [0,1] — [0, 1] la funzione di Cantor, e sia ¢ : [0,1] — [0, 2] Pomeomorfismo definito da ¢(z) = = + ¥(z).
Sia C' C [0,1] l'insieme di Cantor. Si ¢ visto come L(p(C)) = 1, quindi esiste E C ¢(C) non misurabile.
L’insieme B = ¢~ 1(E) ¢ contenuto in C' quindi & misurabile. Poniamo h(x) = xp(z) ¢ funzione misurabile
perché funzione caratteristica di un insieme misurabile. Sia ¢ = ¢!, in tal modo B = g(E). Si ha che g &
continua, quindi misurabile. Consideriamo la funzione h o g. Sia V aperto di R, supponiamo 1 € V, 0 ¢ V e
consideriamo (hog)~*(V) = g~ '(h"*(V)). Siha h~'(V) = x3' (V) = B e g~ (B) = ¢(B) = F non misurabile.
Quindi h o g non & misurabile.

Esercizio 5. Siano A C (0,1) misurabile secondo Lebesgue e ¢ > 0. Si supponga che se 0 < a < b < 1 allora
L(AN (a,b)) > c(b—a). Siprovi che L(A) = 1.

Svolgimento. Siha ovviamente £L(A) > 0e0 < ¢ < 1 (scegliendo (a,b) = (0,1)). Il complementare B = (0,1)\ A
di A & misurabile, esiste quindi una successione di aperti {V;, },en tale che £L(V,, \ B) < 1/n, e B C V,, per ogni
n € N. Ciascun V,, si scrive come unione numerabile di intervalli disgiunti {/ ,g")}keN Si ha per ogni n, k:

LANTM) > ec(1t™)
sommando su k si ha: - -
StoAanr™)y > > L),
k=1 k=1
Ricordando la misurabilita di AN T ,in) e il fatto che gli I ,g") sono disgiunti, si ottiene:
c (U Aml,ﬁ”’) > oL (U 1,5”)> :
k=1 k=1
ovvero L(ANV,) > cL(V,) > c¢L(B). Poiché A= (0,1)\ B,siha AnV,, = ((0,1)\ B)NV,, = V,, \ B, pertanto
L(V,\ B) > cL(B)
il termine di sinistra tende a 0 per n — +o0, pertanto £(B) =0 e quindi £(A) = 1.

Esercizio 6. Siano A, B C (0,1) misurabili secondo Lebesgue e tali che £(A) > 1/2 e L(B) > 1/2. Si provi
che esistono x € A e y € B tali per cui z +y = 1.

Svolgimento. Supponiamo A chiuso, in particolare A & un compatto. Consideriamo 1’omeomorfismo f :]0, 1[—
10, 1[ definito da f(z) =1 — . Si ha L(f(A)) = L(A) > 1/2. Ovviamente I'insieme f(A) & misurabile perché
immagine continua di un compatto, quindi f(A) ¢ compatto, in particolare chiuso. Supponiamo per assurdo
che f(A) e B siano disgiunti. Allora si avrebbe L(f(A)) + L£L(B) > 1 contro il fatto che f(A) U B CJ0,1].
Pertanto esiste y € f(A) N B, quindi esiste € A tale che y = 1 — z da cui  + y = 1. 1l risultato generale si
ha ricordando che se A ¢ misurabile e £(A) > 1/2, esiste un chiuso A’ C A tale che £(A’'\ A) > 1/2. Infatti
per ogni € > 0 esiste A’ C A chiuso con L(A\ A') < &, quindi L(A) < L(A\ A) + L(A") < L(A) + ¢, da cui
L(A") > L(A) — ¢ e basta scegliere 0 < & < (L(A) —1/2)/2.
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Applicando le considerazioni precedenti per la coppia A’, B, si ottiene esistenza di x € A’ C A e y € B con
r+y=1.

Esercizio 7. Siano f, : R — R funzioni continue, si mostri che i seguenti insiemi sono di Borel:
A:={zeR: f,(x)€0,1] per infiniti indici n},
B := {x eR: lim f,(z) = Jroo}.

n—oo

Svolgimento. Poniamo

Ap={zeR: fu(z) € [0,1]} = f1([0,1]),
e osserviamo che per continuita si ha che A,, ¢ un Boreliano. Indicata con x4, la funzione caratteristica di A4,,
si ha x € A se e solo se

limsup x4, () =1,

n—o0

quindi A & un Boreliano.
Per ogni h > 0, sia m € N definito da m < h < m + 1 e poniamo

Bnm = {.I‘ eN: f’n(m) > m}
Per continuita, si ha che tale insieme ¢ un Boreliano. Si ha che

liminf f,,(z) >m

n—00
se e solo se
liminf xp,  (z)=1
n—00
Posto

Cp = {z: liminf xp,  (r) =1}

si ha che C,,, & un Boreliano e quindi

B= () Cn

meN
¢ un Boreliano.

3. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 20 OTTOBRE 2009 (2 ORE): INTEGRABILITA E PASSAGGIO AL LIMITE
SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE

Los Alamos non era ancora pronto. Bob Wilson volle sfruttare il tempo rimasto per mandarmi a Chicago,
a scoprire tutto il possibile sulla bomba e i problemi connessi. Poi avremmo cominciato a costruire nei nostri
laboratori la strumentazione che sarebbe servita a Los Alamos. Non avremmo perso tempo. Fui mandato a
Chicago con il compito di contattare un primo gruppo, spiegare ai membri che avrei lavorato con loro e che
percio dovevano espormi i problems in modo abbastanza dettagliato da permettermi di occuparmene subito. Poi
dovevo contattare un altro gruppo, farmi indicare un altro problema. Cost sarei stato al corrente di tutto.
Era un’ottima idea, anche se la mia coscienza protestava perché tutti si davano un gran da fare a spiegarmi
le cose e poi i0 me ne andavo senza aiutarli. Ma fui molto fortunato: quando qualcuno mi spiego uno dei
primi problemi matematici, chiesi: - Perché non prova a differenziare sotto il segno integrale? - Ci provo, e lo
risolse in mezz’ora dopo averci lavorato per tre mesi. Qualcosa combinai dunque, usando la mia “cassetta degli
attrezzi” personale.

Feynman R., “Sta scherzando Mr. Feynman!”, Zanichelli, pag. 105.

Esercizio 8. Si provi il Lemma di Riemann-Lebesgue: data f € L'(R) allora

lim / f(t)e ™ dt = 0.
R

a—Foo
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Svolgimento. Proviamo il risultato per la funzione caratteristica di un intervallo [a, b]:

b
‘/X[a,b](t)emt dt‘ = / et dt
R a

che tende a zero per a — Fo00. Per linearita, il risultato & vero per ogni combinazione lineare finita di funzioni

a scalino:
K
t) = Z CjX[a;.b,] (1)
=0

euxb _ plaa

Rl

- <
i

dove a; < bjec; € Rperognij=1,.., K.
Sia f > 0 continua tale che supp(f) = {z: f(z) # 0} sia compatto (ovvero f € C?(R)). Allora esiste una
successione di funzioni a scalino {¢,, }nen tale che f > ¢, e lim ¢, (z) = f(x). Dal Teorema della Convergenza

Dominata che

n—oo

lim [ |on(z) - f(z)| de =0,
R

infatti I'integranda ¢ maggiorata dalla funzione integrabile 2| f(x)| e il limite puntuale ¢ nullo. Quindi per ogni
€ > 0 esiste N tale che se n > N si ha:

/m @) dz < <.

/Rf(t)emt dt‘ =

Si ha allorasen > N

()~ o t) + on(t)e™ dt'

/|f ot dt+\/wn ““dt‘

Il secondo addendo tende a zero perché ¢,, & funzione a scalino, pertanto per « sufficientemente grande:

e dt| < 2e.

Cio vale per ogni ¢, da cui la tesi per f € CO(R), f > 0.

Scrivendo f = fT — f~ con f*(z) = max{—f(z),0} e f~ () = max{—f(z),0} e applicando il risultato alle
funzioni positive f* e £, si ha il risultato per f € C(R) di segno qualunque.

Se f € L'(R) dato £ > 0 allora esiste ¢ € C%(R) tale per cui ||f — ¢||L1 < &/2, e si ha per || sufficientemente
grande che

/ p(t)etdt < /2,
R

quindi

2

t)etet dt‘ <

(1) — (1)) dt' n
R

mtdt‘ /|f ()] dt+ S <e.

Esercizio 9. Si dica:
(1) per quali valori del parametro a € R la funzione f(x) = e~ %/x ¢ integrabile su [a, +00].

—x

-1
(2) se la funzione f(x) = ¢ ¢ integrabile su [0, 1] e su [0, +oo].
x

Svolgimento.

(1) Siha che f(z) < 0 per z < 0. Fissiamo a > 0 e studiamo l'integrabilita su [a, +oo[. La funzione f &
positiva e continua sul compatto [a, 1], pertanto integrabile. Sia ora M € N, M > 1. La successione
{X[l, M) (x)e "} MeN\{0} ¢ una successione crescente di funzioni positive e puntualmente converge a
X[LJFOO[(x)e_‘”, pertanto per il Teorema della Convergenza Monotona si ha:

e 1 1
/ e Tdx = / X[1,4oo[(T)e” " dz = lim X (z)e*dr = lim — — e™M =,
1 R R

M—o00 M—oo € €
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Percio xp1,p(2) f(z) (che & positiva) ¢ in modulo dominata dalla funzione integrabile X1 yoo(2)e™"
e converge puntualmente alla funzione X1 yoo[(z)f(z) che, per il Teorema della convergenza Domi-
nata risulta essere integrabile. Pertanto la funzione & integrabile su [a,+oo[ per ogni a > 0. Poiché

lim+ e~ % =1, si ha che esiste 0 < r < 1 tale per cui f(z) > 1/2x se 0 < x < r, in particolare per ogni
z—0

0<1/n<rsiha
r 1 1 1
f(x)dz > = [ xj1/nn(x)=dx = - (logr —log(1/n))
1/n 2 R X 2

La successione xj; /n,r(x)% € una successione crescente di funzioni positive e per n — +o0o converge a
Xjo,-() L. Per il Teorema della Convergenza Monotona si ha

1

1 . 1 1 . 1
3 [ @ de= tim 5 [ @) o=t 5 (ogr —log(1/m) = +.

Poiché f(z) > 1/2z in ]0,7r], si ha che

/Orf(a:)dxz—koo

Pertanto f & integrabile in [a, +00[ per ogni a > 0.
(2) Posto f(0) = —1, si ha che f & continua sul compatto [0, 1], quindi integrabile. Tuttavia essa non &
integrabile su [1, +oo], infatti se lo fosse si avrebbe che

si scriverebbe come differenza di funzioni integrabili su [1, +o00], in quanto e~z & integrabile su [1, +o0]
per il punto precedente. Quindi z +— 1/x sarebbe integrabile su [1,+oo[, tuttavia si ha che 1/x &
limite puntuale per M — oo della successione crescente di funzioni positive x,a1(x)1/z, pertanto per
il Teorema della Convergenza Monotona

> d Ma
/ @ _ / lim w dr = lim / @ lim log M = +o0.
1 X R M—+o00 xr M —+4o00 1 X M ——+o0

Pertanto f non ¢ integrabile su [1, +00[. Essendo integrabile su [0, 1], si conclude che non ¢ integrabile
su [0, 4+o00[ perché altrimenti si avrebbe che l'integrale su [1, +oo] si scriverebbe come differenza delle
funzioni integrabili x[o,+oo[f € X[0,1)f € quindi si avrebbe integrabilita anche su [1, +oo[, assurdo.

—x —+oo

, calcolare il lim fr(z) dx.

Esercizio 10. Sia fi.(z) = 117]6 ;
X —o0 Jg

Svolgimento. La successione X[o, o[/ ¢ una successione di funzioni positive puntualmente convergente alla
funzione identicamente nulla, inoltre si ha

—T

e

IX[0,+00[ (%) f£ (%) = X[0,+00[(Z) fr(z) < X[0,+oo[(x)m

La funzione X[O’_;,_OO[(.’IJ)% & continua sul compatto in [0, 1], quindi integrabile in [0,1], ed & maggiorata dalla
funzione e~* /x per x > 1, essendo e~ /x integrabile su [1, +o00[, come visto nell’esercizio precedente si conclude
che X[0,+oo[($)% ¢ integrabile anche su [1,+o00[ e quindi su R (infatti & identicamente nulla per z < 0).
Essendo quindi | X0, 4c0[(7) fr(2)| maggiorato da una funzione integrabile, ¢ possibile applicare il Teorema della
Convergenza Dominata ottenendo

—+oo
lim fr(z)dz = 0.
k—oo 0
“+o0
Esercizio 11. Sia fi,(z) = /ze *®, calcolare il lim fr(z) de.

k—oo Jq
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Svolgimento. La successione X[o yoo[fr © una successione decrescente di funzioni positive puntualmente con-
vergente alla funzione identicamente nulla. Per applicare il Teorema della Convergenza Dominata & sufficiente
mostrare che X[ 40 f1 © integrabile, a questo punto si avra

—+oo
lim fr(x)dz = 0.

k—oo Jo

Fissiamo M > 0 e osserviamo che la funzione X[p 1o[f1 € continua quindi senz’altro integrabile su [0, M].
Osserviamo che si ha

5/2

im0 gy P
z—+oo 1/x2 z—+oo e¥

(si applichi la regola di de 'Hopital per convincersi di questo fatto). In particolare, si ottiene che esiste M > 0
tale per cui fi(x) < 1/2? per ogni * > M. Proviamo quindi che la funzione 1/x? & integrabile su [M, +oo],
in tal modo si otterra che anche f; & integrabile su [M,+oo] e quindi su [0, +o0o] essendo integrabile anche
su [0, M]. La funzione X[p 4o0[(%)/2? ¢ limite puntuale per N — +oo della successione crescente di funzioni
positive x[as,n((2)/2? Tali funzioni hanno integrale 1/M — 1/N, quindi X[as,+oo[(®)/2? & integrabile e il suo
integrale vale 1/M. Pertanto f; ¢ integrabile su [0, 4+o00].

Esercizio 12. Sia fx(z) = Vk + ze " Si dica se vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale:

+oo +o00o
li do = li dz.
S fi(@) da /0 Jm fi(z) de

Svolgimento. Le funzioni fj, sono positive e convergono puntualmente alla funzione nulla, pertanto il membro
di destra ¢ 0. Si ha poi:
“+oo

+o00 k +oo k
/ fr(z) = / fr(z)de + / fr(x)de < / VE + ke ™" da + Vi + ze * da
0 0 k 0 k

k2

_ +oo
:@176+ﬁ/ N
k

+o0
<V2(1—e )+ V2 Ve % dz.
0

Il primo addendo tende a zero per k — 400, il secondo anche per I'esercizio precedente, pertanto il passaggio
al limite richiesto e verificato.

Esercizio 13. Calcolare il seguente limite:

—+oo

li -1
L A z

: 1/k
lz) | SinTZ| d

2 z,

dove |z| indica la parte intera di z.

Svolgimento. L’integranda & maggiorata in modulo dalla funzione integrabile 1/2%, e per z # 1/2 +k, k € N
converge puntualmente alla funzione nulla. Detto N := {z # 1/2+k : k € N}, questo insieme ha misura nulla,
pertanto si ha, passando al limite:

+oo

li —1
Jm [ =) >

oy st E L

.. . k/m C e
Esercizio 14. Sia gi(z) = T k € N\ {0}. Si verifichi che:
1) 9> 0¢ [ gue)de=1;

R
(2) per ogni € > 0 si ha che g converge uniformemente a zero su {z : |z| > e};
(3) per ogni funzione continua e limitata f vale

kEI-Poo ng(x)f(x) dx = f(0).
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Svolgimento. E ovvio che gr > 0 per ogni x € R, k > 1. Calcoliamo

/ (x)dac—l/ kdx _l/ dy _1
ng _71' R1+m2k2_7'(— R1+y2_

Fissato € > 0, si ha 0 < gi(x) = gr(—2z) < gi(€) per ogni > ¢, e gr(e) — 0T se k — +oo, pertanto si ha
convergenza uniforme a zero su {z : |z| > e}. Si ha:

[a@r@de =< [ 0 r/mdy

Per ogni k, la funzione f(y/k)/(1 + y*) ¢ maggiorata in modulo dalla funzione integrabile ||fl|o/(1 + y?),
pertanto per il Teorema della Convergenza Dominata si ha:

i [ gor@ar=1 [ i gy =18 [ )

k—oo Jp k— ocl+2 ™ R1+y

. sm:v
im —

k—o0 k
Svolgimento. Posto y = kx, si ha:

/ Slnx /+°° sin(y/k) dy /+°° sin(y/k)d
r ~k = S B

L’integranda ¢ in modulo maggiorata dalla funzione integrabile 1/y?. Applicando il Teorema della Convergenza
Dominata si ha che il limite ¢ nullo.

Esercizio 15. Calcolare:

Esercizio 16. Si dica per quali valori @ > 0 & integrabile su [0, 4-00[ la funzione
r _ 1
a(l') _’;xa+ka'

Svolgimento. Poniamo:

1 n
fl?:m, Sg:Zfl(:
k=1

Si ha che fi > 0, pertanto sy € una successione crescente di funzioni positive puntualmente convergente a F,,
quindi:

+oo —+oo +oo
/ F,(z)dx = lim Sp(x)dr = lim Z/ fe(z
0 n—oo n—oo

0

Ricordando che

/+°° o) d 1 /+°° dx 1 /+°° kdy 1 /+°° dy
X xr = — —_— = = —_—
o Ok ke o (@/k)+1 ke Sy oyl ket fy o oyt
Per confronto asintotico, 'ultimo integrale converge per o > 1, in tal caso si ha:
1 o dy o dy
anI;oZ/ fiwyde= lm 3 o 1

e Pultima serie converge se e solo se « — 1 > 1 ovvero a > 2. Quindi F,, & integrabile su [0, 4o00[ se e solo se
a > 2.

Esercizio 17. Per ogni k € N\ {0} sia fi(z) = k3(x — k)ZX[kq/k,kH/k](iU)- Verificare che f; converge
uniformemente a zero sui compatti di R, tuttavia

[ Jim fi@yde £ tim [ fila)da
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Svolgimento. Sia K un compatto di R, in particolare esso ¢ limitato ed esiste R > 0 tale per cui |z| < R se
x € K. Ma allora: se k > R+ 1siha KN[k—1/k,k+1/k] =0, e quindi fx(x) =0 per ogni z € K da cui la
convergenza uniforme su K alla funzione nulla. Si ha quindi che I'integrale del limite delle f; & nullo.

k+1/k 1/k 1/k 9
/fk(x)dx:/ kS(xfk)zdx:/ k?’y?dy:Q/ k3y? dy = 3
R k 0

~1/k ~1/k

e quindi il limite degli integrali delle fj vale 2/3.

4. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 27 OTTOBRE 2009 (2 ORE): SPAZI DI SUCCESSIONI

Definizione 4. Sia p € RU {400}, p > 1. L’esponente coniugato p’ di p si definisce nel modo seguente: se
p>1ep#+oo, allorap’ € R e tale per cui 1/p+1/¢ =1, se p=+oco. Se p =1 allora p’ = 400, se p = +00
allora p’ = 1.

Lemma 1 (Disuguaglianze elementari). Siano a,b > 0, p > 1, p’ coniugato di p. Allora valgono le sequenti
disuguaglianze:
ab b
ab < — 4+ —

— RS

p p
(@P+6P) < (a+Db)P <2°7L(aP + 7).

Dimostrazione. Se ab = 0 il risultato & banale. Siano quindi a,b # 0. Supponiamo per il momento p # 1, +o0.
Nella dimostrazione sfruttiamo il fatto che il logaritmo € una funzione concava, ovvero per ogni z,y > 0,
t €]0,1] si ha:

log(tz + (1 — t)y) > tlogz + (1 —t)logy.

Postot =1/p, x =aP, y = b si ha:
P 1 1 :
log i — | = —log(a?) + — logb” = log(ab).
p p p p

Segue la prima disuguaglianza per la stretta crescenza della funzione logaritmo. Il caso generale si ottiene
passando al limite.
Per provare la seconda disuguaglianza, consideriamo la funzione

(4P
f@) =
in [0,+o00[. Siha f(0)=1¢e lir}ra f(x) = 1. Derivando, si ottiene f'(x) = 0 per x = 1, f(1) = 2P~ > 1,
quindi f assume il massimo in 1. Si ha quindi 1 < f < 2P~! da cui la prima disuguaglianza ponendo x = b/a

se a # 0. O

Definizione 5. Dato uno spazio con misura (X, S, ) (ovvero X & un insieme, ¥ & una o-algebra di parti di X
e p: X — [0,400] & una misura) ed una funzione misurabile f : X — R, Destremo superiore essenziale di tale
funzione ¢ legato unicamente alla classe di uguaglianza p-q.o. di tale funzione; € ’estremo superiore a meno
di insiemi di misura nulla. Supponiamo naturalmente che la misura sia non banale, che cioe qualche insieme
abbia misura non nulla. Si definisce come

esssup, (f) =infla e R: p({z € X : f(x) > a}) =0},
convenendo al solito che inf () = +oo. Poniamo || f||re = esssup(f) e definiamo
Ly (X) ={f: X — R p-misurabili con | f||pe < +oo}

identificando tra loro funzioni uguali p-q.o. Si ha che (L7°(X), || - [ ) © spazio di Banach.

Definizione 6 (Spazi ¢?). Sia S 'insieme delle successioni a valori in K, dove con K indichiamo R o C. Date
(n)nen € (Yn)nen in S, A € K, definiamo le seguenti operazioni:

(xn)nEN + (yn)nEN = (.73" + yn)n6N7 )\(xn)nEN = (Axn)nEN
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Con queste operazioni, S € spazio vettoriale su K.
Sia 1 < p < +00. Definiamo i seguenti sottinsiemi di S:

P {(xn>nEN:Z|xn|p<+oo}, £ = {(adaen s suplan] < +oo)
neN

n=1

cop = U {(n)nen: 2n =0 Vn > N}, co = {(mn)neN o lim x| = 0}.

n—o0
NeN

Definiamo inoltre le seguenti applicazioni:

[e'e) l/p
[(zn)nen|ler = (Z |xn|p> ) per ogni (xy,)nen € F

n=1

1(@n)nenlle= = suglxnl, per ogni (Tp)nen € (7
ne

Proposizione 4 (Proprieta degli spazi £7). Sia 1 < p < 400, p’ coniugato di p. Si ha che:
(1) €7, L% cog, co sono sottospazi vettoriali di S;
(2) wale la disuguaglianza di Holder: se (2 )nen € €2, (yn)nen € 2, allora (nyn)nen € £ € |(Znyn)nen|la <
1(@n)nenller - | (yn)nenlle ;
(3) wale la disuguaglianza di Minkowski: se (@ )nen, (Yn)nen € P, allora

||(xn)neN + (yn)nENHET’ < ||($N)n€N||€” + ||(yn)n6N||fp;

(4) |l |ler € una norma su €P che rende P spazio di Banach;
(5) || - lle== € una norma su £ che rende £>° spazio di Banach;
(6) sia 1 <p<r<oo sihatPCLl CL>® con inclusione propria, inoltre:

[(@r)kenlle < [[(zr)renller < M[(zr)kenllers

per ogni (xk)ken € €P, ovvero le inclusioni sono continue.
(7) coo C P con inclusione propria, e coo & denso in LP rispetto alla norma di P;
(8) €P C ¢op C L con inclusioni proprie e co € la chiusura di coo rispetto alla norma di £°°.

Dimostrazione. (1) £P, L% coo,co sono chiusi per moltiplicazione per scalari di K, inoltre £°°,cgg,co so-
no ovviamente chiusi rispetto alla somma in §. Resta da provare che la somma di due elementi
(Zn)neN,s (Un)nen € P appartiene ad ¢ per p > 1. Per il Lemma 1, si ha per ogni n € N:

|23+ yal” < (2] + [yal)? < 2" (lza]” + |yal?),
da cui:
o0
> 1@n +ynl” <277 (I@n)nenllle + N@n)nenllh) < oo.
n=1
(2) Supponiamo p,p’ # 1,400, e che () nen, (Yn)nen # 0 altrimenti la disuguaglianza & banale. Utilizzia-

mo la prima delle disuglianze del Lemma 1, ponendo a = |z, |/||(n)nenller € b = |yn|/||(Yn)nen|lpr - Si
ha allora:

|Znyn| 1 |zn|? 1 |yn|p,
l@n)nenller - lnInenller ~ Il (@n)nenllle 2 | (yn)nenllt,

Sommando e ricordando la definizione della norma in ¢P, si ha:

o0
> nynl
= 11

<S4
[(@n)nenller - (Wn)Inenll = pf

(3) Supponiamo p > 1 e [[(@n)nen]| - ||(Yn)nen]|| # 0 altrimenti la disuguaglianza ¢ banalmente vera.
Si ha:

|z + ynlp < |xn + yn|p_l(‘xn‘ + |yn|) = |xn|‘xn + yn|p_1 + |yn‘|$n + yn‘p_l
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o0

Poiché (p—1)q = p e P & spazio vettoriale, si ha che (|2, +yn|[P~!)nen € €2 e vale Z |0 + Y|PV =
n=1

lzn + ynl/»- Sommando e applicando la disuguaglianza di di Holder, si ottiene allora:

H(xn)neN + (yn)neN”?p < ”(‘xn| ’ |$n + yn|p71)n6NH€1 + ||(|yn| : |xn + yn|p71)neN||él
< (H@n)nenller + [[(Yn)nenller) [[(|12n + yn‘pil)neNHeq

00 1/q
(I@n)merler + [ a)menler) - (Z o yn|<p-1>q>

IN

IN

00 1-1/p
(I@n)nenller + [1(yn)nenller) - (Z |20 + an”>

n=1

—1
(H(mn)nGNHW + H(yn)nGNHU’) : H(xn)nGN + (yn)neN”?p

Segue la tesi dividendo per ||(z,)nen + (Yn)nen|/P
Il fatto che ||-||¢» con p > 1 sia una norma su ¢ segue dalla disuguaglianza di Minkowski (disuguaglianza
triangolare), le altre due proprieta delle norme sono di verifica immediata. Proviamo ora la completezza.

Sia ((x,gn))keN> una successione di Cauchy in #P, cio vuol dire che per ogni € > 0 esiste v > 0 tale
neN

che se n,m > v si ha:
H(xl(cn))kel\l - ( keNH Z |a7 xl(cm)|P < eP.

Ma questo implica che per ogni ¢ > 0 esiste v > 0 tale che se n,m > v vale |x§€n) — x,(cm)| < e

per ogni k € N, ovvero la successione (x,(cn))neN ¢ di Cauchy in K, dunque convergente, per ogni

k € N fissato. Per ogni k € N definiamo zj, = lim,,_, o xén). Proviamo ora che (x)reny € P e che

lim,, o0 ||(x,(€n))keN — (2k)ken|ler = 0 ovvero che () (n ))keN converge in norma ¢ a (x)ren. Fissato

N € N, si ha
N
>l — M < e
k=1

e passando al limite per m — oo si ottiene

N
S laf? — ailP <er.
k=1

Passando al limite per N — oo si ha infine:

oo
Sole? —mlP < e,
k=1

come voluto.

La dimostrazione ¢ analoga alla precedente.

sial <p<r<oo, = (Tn)nen. Proviamo che se z € ™ si ha ||z|g= < ||z|l¢-. Infatti per ogni ¢ vale
1/r

| = (| )T < lem = [|]ler,

da cui [|z]|g= < [|z|ler. Osserviamo inoltre che se x € ¢g vale ||z||go = max{|z;| : ¢ € N} ed & ovvio
che ¢y D ¢P. Resta da provare la disuguaglianza ||z < ||z|le» se p < r. Supponiamo x # 0 altrimenti
la disuguaglianza & vera. Dividendo ambo i membri per ||z| o, possiamo ridurci al caso di provare la
disuguaglianza ||z]|¢ < ||z|le» solo sugli elementi z € P con ||z||g= = 1. In generale si ha |z;| < 1, per
cui (essendo p < r si ha |z;|" < |x;|P) si ottiene:

oo o0
D lail" <y il
i=0 i=0
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Osserviamo ora che poiché x € ¢y, si ha che uno degli |z;| vale 1, quindi Y |z;|” > 1, da cui, poiché
1/r < 1/p, si ottiene:

oo 1/r oo 1/p o 1/p
(leﬂT) < (Zw) < (Z Iwil”> = llzller,
=0 =0 =0

il che prova l'inclusione degli spazi e la disuguaglianza delle norme, essendo il membro pil a sinistra
pari a ||z||¢-. L'inclusione P C ¢" & propria perché (1/(n+ 1)"P),en € €7\ ¢P. Si ha che Iinclusione
co O U,>, " € propria perché (log(1/(n + 2)))nen € co \ £7 per ogni r.

Il fatto che coo sia contenuto in P per ogni p e che l'inclusione sia propria ¢ ovvio. Proviamo che la
chiusura di ¢gg in ¢P rispetto alla norma di ¢P & proprio P. Sia infatti (xx)gen € ¢P € poniamo per ogni

n €N x,(:) =ux se k <n, x,(cn) =0 se k > n. Si ha allora che per ogni n € N (xfcn))keN € ¢, inoltre:
lnnen — (@ wenlle = 3 fanl?
k=n+1

che tende a 0 per n — oo perché (xy)ren € P.
Sia (zk)ken € co € poniamo per ogni n € N x}cn) =z se k<n, ac,(cn) =0 se k > n. Si ha allora che per

ognin € N (x,in))keN € cqo, inoltre dato £ > 0 per 7 sufficientemente grande si ha |zx| < € se k > 7.

Quindi per ogni € > 0 esiste 7 tale che se n > n vale:
@ )ners — (@)kenllex = suplaw| <e.
k>n

Quindi cgg € denso in ¢y Per concludere a questo punto € necessario provare che cg ¢ chiuso per la norma

di £°°. Sia (zx)ken nella chiusura di ¢g. Allora esiste una successione ((x,(cn))keN) . €cgen >0 tale
€

n
che per ogni € > 0 si abbia
@ Jrers = (@n)renlle= <e,

se n > n. Per densita non e restrittivo supporre (argl))keN € cpo- Si ha allora per £ > n > n:

k] < 1@ ) ken — (@r)renllex < e

da cui (zk)keN € o

Proposizione 5 (spazio duale di ¢P).

(1)
(2)
(3)
(4)

Il duale di 0% & ¢°.
1l duale di £ contiene ¢*.

Sel <p<oo, ep él’esponente coniugato di p, allora il duale di (P é o'
Il duale di co & 0.

Dimostrazione.

(1)

Sia & = (T )nen € €', a = (an)nen € £°°. Poniamo T,z = > 0" | an®y. Siha T, € ((1)* e || T,y =
lal|¢, infatti:

oo

S [anzal < lalle= e

n=1
e sup,en [Ta(en)| = sup an| = [|al[¢.
Dato f € (¢})*, poniamo a,, = f(e,) per n € N. Proviamo che la successione a = (an)nen € . Si
ha infatti [a,| < || f[|()- < o0, quindi @ € £°°. Si ha che f = T, con T, definito sopra sul sottospazio
coo che & denso in ¢*. Per continuitd si ha f =T, su £, ¢ || f||() = ||all¢=. L’applicazione a — T, &
un’isometria lineare e continua tra £ e (¢1)*.
z = (Ty)nen € £, a = (an)pen € £'. Poniamo T,z = > 07 |anwy,|. Poiché Tz < ||z][pe D00 |an| =
l|al[¢r - [|||¢e siha che T, € (£°°)* e inoltre || T, || sy = [|afl¢r. Quindi vale Pinclusione £* C (£>°)*, tale
inclusione ¢ un’immersione isometrica.
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(3) Procede in modo analogo al punto 1.

(4) Si & visto come ¢ C £°°, pertanto il duale di ¢y contiene ¢!. Proviamo 'inclusione opposta. Sia T € ¢
e definiamo la successione (aj)ren ponendo ay = T((egc))neN), dove (e;’“))neN ¢ la successione i cui
elementi sono tutti nulli ad eccezione del k-esimo elemento che vale 1.

Per ogni k € N definiamo p;, € {1, —1} tale che p,T(e®) > 0, ed osserviamo che per ogni N € N
N

I’elemento definito da Zpke(k) appartiene a cgg, quindi a cg, e la sua £°° norma & 1. Si ha per ogni

k=1
= ||Tle; < +o0,

N N N
! (ZW“’> =3 lael < Tl |3 pre®
k=1 k=1 k=1 co

perché T & continuo. Quindi passando al limite per N — oo si ha

N eN:

.
€o

oo

Z lar] = [|(ar)kenlle < |IT

k=1

ey < 00,
e quindi (ap)ren € £'. Sia data la successione (,)nen. Fissato € > 0, esiste § > 0 ed (yn)nen € o0,

troncato di (2, )nen tali che ||z —y|lge < d e quindi [T(x) —T(y)| <e. SihaT(y) = Zszl arxy, da cui,
per densita e continuita di T si ricava

T(z) = Z R,
k=1

da cui [T(2)] < [(@x)wexlle - [alle, e quindi | Tle; < [l(ax)renler che porge [Tl = l(ax)renlle- In
modo del tutto analogo si prova che il duale del sottospazio di £°° costituito dalle successioni convergenti
AN

O

Proposizione 6. FEsiste un funzionale lineare e continuo da £*° a R che non e rappresentabile da un elemento
di 0%, pertanto Uinclusione di €' in (£°°)* ¢ stretta.

Dimostrazione. Definiamo lo spazio vettoriale:
¢:={(xg)reny €S : (zk)ren & convergente }.

Si ha che ¢ e sottospazio di £°°, infatti per definizione di successione convergente si ha che esiste N > 0 tale
per cui se n > N allora

<1

T, — lim xg
k—o0
da cui per n > N si ha
|zn| < | im x| + 1.
k—oo
Quindi per ogni n € N si ha:
|xn| < max{|z1|,..., |zN]|} + \klim x| +1 < +o0
—00

e quindi ¢ C ¢*°. L’inclusione ¢ stretta perché esistono successioni limitate non convergenti, ad esempio
T = (—1)k

Su ¢ definiamo il seguente funzionale lineare L : ¢ — R dato da L((zx)ken) = limg— oo 2. La linearita di tale
operatore ¢ ovvia per la linearita dell’operazione di limite.

Si ha inoltre che |xg| < ||z]/¢~ pertanto

| L((zk)ken)| =

lim T S ||£U||g<>o7
k—oo

pertanto L : ¢ — R ¢ lineare e continuo e || L[|(y~)- < 1. Valutando sulla successione che vale identicamente 1
si ottiene || L||(go)« = 1. Per il teorema di Hahn-Banach, L si estende ad un’applicazione lineare e continua da
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¢ in R di norma 1 chiamata limite di Banach (’estensione in generale non ¢ unica), quindi tale applicazione
appartiene a (£°°)*. Proviamo che non esiste nessuna (ax)ren € £ tale per cui si abbia:

o0
L((xx)ren) = Y _ axy, per ogni (Zy)ken € .
k=1
E’ sufficiente mostrarlo per (zx)ren € ¢. Per assurdo supponiamo che esista (ay)ren € ¢! tale che
o0
lim z = apx er ogni (x € c.
L T ;kk, per ogni (z)ken

Presa la successione identicamente uguale a 1 si ottiene > -, ax = 1. Sia ora {x,(CN)}keN la successione che vale
1 nei primi N termini e 0 altrove. Si ha per ogni N € N

N
0= Jim o7 =3 o

In particolare per N = 1 si ottiene a; = 0, per N = 2 si ottiene a; + a2 = 0 da cui ay = 0. Per induzione si ha
che ag = 0 per ogni k. Tuttavia > o, ar = 1, cid & assurdo.
Il limite di Banach gode delle seguenti proprieta, che discendono dal comportamento sul sottospazio c:

(1) se (zk)ken € £°°, e definiamo yi, = zg41, allora L((2x)ken) = L((Yk)ren);
(2) se (zk)ken € £°, ed esiste N tale x,, > 0 per ogni n > N allora L((2y)nen) >0

O

Proposizione 7 (Disuguaglianza di Chebyshov). Sia (X, %, u) uno spazio con misura (ovvero X & un insieme,

Y ¢é una o-algebra di parti di X e p: ¥ — [0,400] é una misura). Sia f € LP(X), ovvero / IfIP dp < +o0.
X

Allora per ogni o > 0, posto X, = {z € X : |f(z)| > a}, si ha:

) < (1)

Dimostrazione. Si ha:

P _ P, — P P P 2
1712, /lel dy /X £ du+/X\Xa £l dMZ/X P du > aPu(Xa).

e

O
Proposizione 8 (Limite delle p-norme). Sia (X, %, ) uno spazio con misura, pg > 1. Supponiamo che
f: X — C sia misurabile e che f € LP(X) per ogni p > po. Allora esiste (finito o infinito) il lim || f|lLe € si
p‘}OO
ha:

im || fllze = [If]lzee-
p— 00

Dimostrazione. Fissiamo 0 < o < ||f||pe. L’insieme {z € X : |f(z)] > a} ha misura non nulla, perché
a < ||fllp~. Tale insieme ha misura finita perché f € LP(X) per p sufficientemente grande, quindi dalla
disuguaglianza di Chebyshov si ha

I£llze = ap({z € X« [f()] = a})/7,
da cui lplg_glf I fllLe > «, per ogni a < || f]| Lo, quindi 29_&15 I fllLe > ||f]|Le=- Per p > po si ha anche per u-q.o.
z € X:
[F@)P = [f@)[P72 - | f (@) P < [f @)l AL

Integrando ed elevando ambo i membri alla potenza 1/p si ha:

1—
1Fllze < B2 IR,

da cui
limsup |[fllze < || f]lLee-
p——+o0
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In definitiva:

limsup || fllr < [[f]|Le < liminf || f[|ze,
p—+o0 p——+oo

da culi la tesi. O

5. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 3 NOVEMBRE 2009 (2 ORE): SUL TEOREMA DI HAHN-BANACH,
SEPARAZIONE DI CONVESSI

Esercizio 18. Sia 1 < p < oo, a € K\ {0} fissato e si consideri il sottospazio vettoriale G di K? definito da
G =K x {0}. Si consideri su K? la norma || - ||, definita per ogni (z1,z2) € K* da

(lz1[P + |22[P) /P se 1 < p < o0,
(w1, 22)[|, = _
max{|z1],|z2|} se p = 0.

Si consideri il funzionale T : (G, || - ||,) — K definito da T'(x1,0) = ax;. Si descrivano le estensioni lineari e
continue 7' di T" a tutto lo spazio (K2, || - ||,) che abbiano la stessa norma di 7.

Svolgimento. Calcoliamo la norma di T: |T'(z1,0)| = |a||z1|. Qualunque sia p, si ha ||(z1,0)|, =1 se e solo se
|z1| =1, quindi ||T|| = |e|. Sia T una delle estensioni di T descritte nell’enunciato:

T(z1,22) = 21T(1,0) + 227(0,1) = 1T(1,0) 4+ 22T(0,1) = ax; + 227(0,1),

pertanto T’ & completamente caratterizzata da 8 = T(0,1) e T(ml, x9) = awy + fra. Qualunque scelta di § € K
rende T' continua.
Sia g ’esponente coniugato di p. Dalla disuguaglianza di Holder si ha:

T (w1, 22)| = |(a, B) (21, w2)| < [l(ev, B)llgl| (w1, 22) [

Quindi ||| < ||(e, 8)|lq- Proviamo che in realta vale I'uguaglianza. Se 3 = 0 'uguaglianza & banale, per cui
studiamo 1 casi con |3| # 0.

(1) Sia 1 < p < 4o00. Poniamo 1 = Ma/|al e xa = A25/|5], e consideriamo la seguente funzione definita
in ]0, +-00[x]0, +oo[:

o T(xl,.’L‘g) o |Oé|)\1 +|ﬁ|)\2

A o) = _
900 2) = 1 e (4 AL

Calcoliamone le derivate parziali:

Brg(nr. As) = ol OF + AP — (JalAs + [81A2) § OF + X5) /P~ 1pAT ™
19(A1, A2 (Af n )\’2’)2/10
_ o8 +28)7 — (Jafd +[81A2) (A + )P IAT!
(AP + AD)2/p
o = (Jeld + 8IA2) (A + A5) A
- (AT -+ X5)177
_ [alOF +25) — (Jafd + 18T
a (N} + Ap)LH+L/P

A5 — |8l AA] ! o -
= g - ehgT -1

A2
(AT + A5)1H/P

Simmetricamente si ha:
A1

0290, %e) = ~(al ™" = BN ) e
R S IRG

Tali derivate sono simultaneamente nulle solo se Ay = p|a| P~ e Ay = || P~V 1 > 0. Scegliamo
@ = 1. Osserviamo che poiché 1/p+1/¢=1,sihap =¢q/(¢—1) e quindi p — 1 = 1/(¢ — 1), quindi
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A = |a|97t e Ay = |B]97 L. Inoltre p(q — 1) = pg(1 — 1/q) = g. Con questa scelta di A;, \a, si ha
x1 = |ali™%a, zp = [B]77?5,

T(z1,22) = |a]? + |87
(21, 2) [l = (JaP=DFP 4 |gPa=D4P)P = (P 1) 4 |g|pla=D)1/p
= (la|?+ 18]/
T(x1,22) i—1/p
Taan)le = el 18077 = i@ ) e

per cui vale 'uguaglianza.
(2) Peri casi p = 1,400 passiamo al limite nella relazione precedente:

T [ = T [[(e, )l = lim @, 8)er = @, 0)

lim [|T| = lim [[(, B)lea = lim [[(cr, B)lles = [[(cv, B)l
p—1 p—1 g—o0

Calcoliamo la norma di T al variare di p.
(1) Nel caso 1 < p < oo si ha |T|| = (||’ +|8[*)Y/?". Si deve avere ||T|| = ||T||, cid implica che § = 0.
Quindi I'estensione & unica ed ¢ definita da T(ml, x9) = ary.
(2) Nel caso p= oo sihap’ =1e ||T| = || +|8]. Si deve avere ||T|| = ||T]|, cid implica che 3 = 0. Quindi
I’estensione ¢ unica ed ¢ definita da T(xl, Z9) = axy.
(3) Nel caso p = 1, si ha p’ = oo e | T|| = max{|a|,|8]}. Si deve avere ||T|| = ||T||, cio implica che 5] < |a].
Vi sono quindi infinite estensioni T'(x1, z2) = oy + (o, caratterizzate da 5] < |al.

Definizione 7. Siano (X,dx), (Y,dy) spazi metrici. Ricordiamo che una funzione f : X — Y si dice
uniformemente continua se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se dx(x1,22) < 0 allora dy (f(z1), f(z2)) < e.

Osservazione 2. La condizione di uniforme continuita € una condizione globale, a differenza della semplice
continuitd che era una condizione puntuale (infatti si parla di continuitd in un punto). Si prova che se X &
compatto, allora ogni funzione continua & uniformemente continua, il viceversa non & vero: f(z) = sin(1/z),
g(x) = 1/x sono continue su |0, +o0o[ ma non uniformemente continue.

Esercizio 19. Siano X spazio di Banach, G sottospazio di X, G denso in X, g : G — R lineare e continua.
Allora esiste un’unica funzione lineare e continua f tale che fic =g e | f| = |g]|-

Svolgimento. Ogni funzione uniformemente continua g si estende in modo unico ad una funzione continua fino
alla chiusura del suo dominio:

(1) Sia z € X, allora esiste {x,, }nen successione in G tale per cui z,, — x perché G & denso.

(2) La successione {g(zy)}nen € di Cauchy: per I'uniforme continuita di g, per ogni € > 0 esiste d > 0 tale
che se ||z — y|| < § allora |g(z) — g(y)| < €. Dato che {x, }nen € convergente, essa ¢ di Cauchy, quindi
esiste N > 0 tale che se n,m > N allora ||z, — zn| < 0, quindi per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che se
n,m > N si ha |g(z,) — g(zm)] < &.

(3) Essendo R completo, g(z,) converge a un elemento che chiameremo f(x).

(4) 11 limite non dipende dalla particolare successione {x,}neny in G con z, — x scelta: se {yp}nen &
un’altra successione in G che tende a x, allora |g(yn) — f(z)| < |9(yn) — 9(zm)| + |9(xm) — f(z)|. Per
ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale per cui se ||z —v|| < ¢ allora |g(z) — g(v)| < € e per m sufficientemente
grande anche |g(x,,) — f(x)] < . D’altra parte ||yn — Tml < l|yn — || + || — Zwm||, quindi per n,m
sufficientemente grandi si ha ||y, — z,,|| < 6 quindi |g(y,) — f(z)| < 2¢ per n sufficientemente grande.

(5) Proviamo che f ¢ uniformemente continua: poiché g ¢ uniformemente continua, per ogni € > 0 esiste
0 > 0 tale che se ||[2' — /|| < 3§ allora |g(z') — g(v')| < /3. D’altra parte siano {Z, }nen € {Um }men
successioni in G convergenti rispettivamente a x e y. Per n sufficientemente grande si ha | f(z) —g(z,,)| <

g/3elglyn) — fly)| <e/3.
|f(z) = fW)] < |f(x) = g(zn)| + [9(zn) — g(ym)| + [9(ym) — f(¥)]
<2¢/3+ |g(zn) — 9(ym)|-

Per n,m sufficientemente grandi si ha anche |z — z,| < 0, |lym — y| < 0. Si ha ||z, — ym| <
[ = 2|l + [l = yll + llym = yll < 20 + [z —yll. Se [z —y| < § allora [z, — ym|| < 35 ¢ quindi
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l9(xn) — 9(ym)| < €/3 e quindi |f(x) — f(y)| < e. Si conclude che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
se [l —y[| < ¢ allora [f(x) — f(y)| <e.
(6) Unicita: sia h un’altra estensione continua di g. Allora

h(z) = lim h(y) = lim g(y) = f(2).
yeG yeG
(7) Se g ¢ lineare e continua, allora & anche uniformemente continua: g ¢ continua in 0 quindi per ogni
€ > 0 esiste § > 0 tale che se ||z]] < ¢ allora |g(2)] < €. Quindi se z,y € X, ||z — y|| < ¢ allora

lg(z) = 9W)| = lg(z —y)| <e.
(8) per i punti precendenti, g ammette un’estensione unica ad una funzione continua f : X — R.

(9) Proviamo che f ¢ lineare:

flaz + By) = lim f(az+Bv) = lim glaz+Bv) = lim ag(z) + Bg(v)

v—yY v—Y v—yY
z,0EG z,0EG z,0EG
=af(z) +Bf(y)

Definizione 8. Sia X uno spazio vettoriale. C C X un insieme non vuoto. Diremo che C & convesso se per
ogni z,y € C,t€]0,1[sihatz+ (1 —t)y € C.
Definizione 9. Sia X spazio normato, f : X — RU {£oo}. Definiamo ’epigrafico di f:

epi(f) :=={(r,a) e X xR: a> f(x)}.
Diremo che f & semicontinua inferiormente (brevemente s.c.i o ls.c.) se f(z) < liminf,_,, f(z). Diremo che
[ & semicontinua superiormente (brevemente s.c.s. o us.c.) se f(xr) > limsup,_,, f(z). Una funzione f ¢

continua se e solo se ¢ simultaneamente s.c.i. e s.c.s. Diremo che una funzione ¢ convessa se il suo epigrafico &
COnvesso.

Esercizio 20. Sia X spazio normato, f : X — R U {£oo}. Allora f & s.ci. se e solo se epi(f) & chiuso in
X X R, inoltre f & s.c.i. se e solo se —f & s.c.s.

Svolgimento. Supponiamo f s.c.i. Sia (z,, a,) una successione in epi(f) convergente in X x R a (z, ). Poiché
f(xn) < ay, si ha
f(z) <liminf f(z,) < liminf a, = a,

n—oo n—oo
quindi (z,a) € epi(f), pertanto epi(f) & chiuso.
Supponiamo epi(f) chiuso e sia {x, }nen una successione tale che

liminf f(y) = lm f(z,)
y—x n—00

La successione {(z, f(z))}nen € una successione nel chiuso epi(f) convergente in X x R, quindi il suo limite
appartiene a epi(f), ovvero

(:E, lim f(xn)> = (x,liminff(y)) € epi(f)
n—oo y—
e cio vuol dire che f(z) < liminf f(y), quindi f & s.c.i. L’ultimo asserto & ovvio.
y—>$

Esercizio 21. Sia X uno spazio vettoriale normato. C' C X un insieme convesso non vuoto. Si provi che C &
convesso e int(C) & convesso se non vuoto. Inoltre C' = int(C) se int(C) # 0.

Svolgimento. Sia {x,}nen successione in C' convergente a x € Ce {Yn }nen successione in C' convergente a
y € C. Dato t € [0,1], lelemento z, := tz, + (1 — t)y, € C per convessitd. Si ha che {z,}nen converge a
z =tz + (1 —t)y e poiché 2, € C, si ha anche z € C.

Siano z,y € int(C') # 0, t € [0,1] e proviamo che tz + (1 —t)y € int(C). Siano p,, p, > 0 tali che B(z, p,) C C
e B(y, py) C C. Proviamo che B(tz + (1 —t)y,tp, + (1 —t)py) € C. Dato w € B(tx+ (1 —t)y,tp. + (1 —t)py),
sihaw=tx+ (1 —t)y+ (tpo + (1 —t)py)h con h € X, ||h|| < 1. Ma allora

w=ta+ p.h) + (1= D)y + p,h)

exz+pzh € C, y+pyh € C, quindiw € C, percio B(te+(1—t)y, tp.+(1—t)py) C C e quindi tz+(1—-t)y € int(C)
che risulta pertanto convesso.
Ovviamente C' D int(C). Proviamo il viceversa. Sia x € C, y € int(C). Sia p, > 0 tale per cui B(y,p,) C C.
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Allora dato h € X, |h| < 1, per ogni t € [0,1] si ha tx + (1 —t)(y + pyh) € C per convessita. In particolare,
B(tz 4+ (1 —t)y,(1 —t)py) C C, quindi tz + (1 —t)y € int(C) per ogni t € [0,1[. Se t, =1 —1/n, si ha allora
{tnz + (1 — tn)ynen € successione in int(C) convergente a x in X, quindi = € int(C).

Esercizio 22. Sia X & spazio vettoriale e {Cx}xea € famiglia arbitraria di convessi, C = ﬂ C). Allora se

AEA
C # 0 si ha che C & convesso.

Svolgimento. Siano z,y € C. Allora per ogni ¢t € [0,1], A € A si ha tz + (1 — t)y € C perché C) & convesso.
Quindi tz + (1 —t)y € C.

Definizione 10. Sia X spazio vettoriale, S sottinsieme di X non vuoto. Definiamo 1'involucro convesso di S:

co(S) = {Zaixi :neN, z1,...,x, €8, a1, ..., €[0,1], Zai = 1}
k=1

k=1

Si ha che co(S) ¢ convesso e se K ¢ un convesso di X contenente S allora K D co(S), quindi co(S) ¢ il piu
piccolo convesso di X contenente S, intersezione di tutti i convessi contenenti S (la famiglia dei convessi di X
contenenti S & non vuota perché X & convesso e S C X).

Dimostrazione. Ovviamente co(S) 2 S, basta scegliere n = 1, x; = x € S. Proviamo la convessita: siano
z,y € S,t€[0,1]. Allora esistono n,m € N, a;, 85 € [0,1], z;,y; € Sconi=1,..,n, j=1,..,m tali per cui

n m
x = Zoéiffi, y= Zﬁjyh
i=1 j=1
quindi
tx+ (1 —t) y—Ztozm—FZ (1—1)8;5

Jj=1
Poniamo z, = x, Vx = ta; se1Skgnezkﬂ':yi,ykﬂ':(l—t)ﬁi per 1 <i<m. Sihaz, € Seq; €][0,]1]
per k=1,...,n+ m, inoltre

n+m m
Z’yk—tZal Q-8 B=t+(1—t)=1,
Jj=1
e pertanto txz + (1 — t)y € co(9). O

Esercizio 23. Sia X normato, G sottospazio di X, g : G — R lineare e continua. Allora I'insieme:
F:={f: X — R lineare e continua tale che f|G =ge|fll=lgll}
& convesso. In particolare, se ¢ ammette due estensioni, allora ne ammette infinite.

Svolgimento. Siano f1, fa € F e poniamo fi(z) = tfi(z) + (1 — t)f2(x) per ogni t € [0,1]. La funzione f;
¢ lineare e continua, inoltre se x € G si ha fi(z) = tg(z) + (1 — t)g(z) = g(x), quindi f; estende g. Si ha,
ricordando che || f1]| = || /2]l = llg]l:

[fe(@)] < tfr(@)+ (= O)lfa(@)] < el fall - =l + = D)llfl - 2]l = Ngllllz]
quindi || f¢]] < ||lg|l- D’altra parte f; estende g, quindi || f;]| > ||¢]| e quindi f; € F.

Esercizio 24. Sia X normato. Si mostri con un esempio che in generale pud non esistere ¢ € B := {z € X :
|z]| = 1} tale per cui ||p||x = p(q) per ogni p € X'.

Svolgimento. Consideriamo X = C°(]0,1]) munito della norma || - ||». Consideriamo il seguente funzionale
p: X —R

1
pg) = / a(t) dt — q(0)

Tale funzionale & lineare e inoltre [p(q)| < 2||¢|loo, quindi & continuo e ||p|lx- < 2. Proviamo che esiste

una successione {gn fney in X con ||g,|| = 1 tale per cui limp(g,) = 2 Definiamo tale successione ponendo
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qn(0) = =1, ¢, (t) =1set>1/neper0<t<1l/nsiaq,(t) =—1+2nt. Sihag,(z)— 1 per q.o. z€]0,1] Si
ha ovviamente ||¢,||c = 1 e applicando il teorema della Convergenza dominata

1 1
lim [ qn(t) —qn(0) = lim [ gn(t) +1=2
quindi effettivamente ||p|| = 2.
Supponiamo ora che esista ¢ € X con ||g|loc = 1 per cui p(q) = 2. Si ha in particolare —1 < ¢(0) < 1

/1q(t)dt q(0) <1—¢(0) < 2.
0

1
Affinché si abbia 1 — ¢(0) = 2 & necessario che ¢(0) = —1. Si ha che / q(t) dt =1 se e solo se ¢(t) = 1 per q.o.

0
t € [0,1]. Per continuita, si ha che g(t) = 1 per ogni ¢ €]0, 1] ma allora si deve avere ¢(0) = 1 e quindi ¢(0) = 1.
Quindi p(q) < 2 per ogni ¢ € B.

6. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 10 NOVEMBRE 2009 (2 ORE): SUL LEMMA DI BAIRE E IL TEOREMA DI
BANACH-STEINHAUS
—+00
Esercizio 25. Sia X = [0,1]. Si dimostri che non & possibile scrivere X = U F,,, con dove {F}, },,en successione

n=1
—+o0

di chiusi non vuoti due a due disgiunti. (Sugg. posto F' = U OF, si dimostri che F' & chiuso in X e che ogni
n=1
OF,, ha parte interna vuota in F.)
400
Svolgimento. Supponiamo per assurdo che X = U F,, con F,, chiusi non vuoti a due a due disgiunti e sia

n=1
+o00
F = U OF,.
Osse:vizlimo che non tutti gli F,, possono avere interno vuoto, altrimenti per il lemma di Baire si avrebbe che
I'interno di [0, 1] sarebbe vuoto, pertanto qualche F;, ha interno non vuoto.
Dato z € X, si ha che esiste un solo n € N tale per cui « € F,, quindi = € int(F},,) oppure x € JF,,. Pertanto si
ha X = U int(F,) U F, unione disgiunta. Poiché U int(F,,) & aperto, si ha che F' & chiuso, quindi compatto

neN neN
perché limitato.

Sia {z, }nen una successione di Cauchy in F. Per compattezza di [0, 1], si ha che essa converge, e poiché F' &
chiuso, essa converge ad un elemento di F. Pertanto F' & uno spazio metrico completo.

Si ha che JF,, ¢ chiuso in F' perché F' ¢ chiuso. Proviamo che l'interno di dF,, in F' ¢ vuoto. Sia x € OF,,
supponiamo che esista Vi, = B(z, 1/k) N[0,1] tale che V; N F C JF,,. Cid vuol dire:

(oo} o0
Vin | J0F; = | J (Vi N OF)) C OF,.
j=1 j=1
Poiché I'unione & disgiunta, cio implica Vi N OF; = 0 se j # n. Per definizione, in Vj cadono punti non

appartenenti a F,,, dato che Vi, N F C 9F), si conclude tali punti non possono appartenere a OF}; per nessun j,
percio essi debbono appartenere a U int(F,), quindi & possibile costruire una successione in U int(F,) che
converge a x, sia essa {zp, then.

Se esistesse M > n tale per cui {zp ey C U int(F,), allora si avrebbe (ricordo che la chiusura di un’unione

k#n
E<M

finita & I'unione delle chiusure)

ve |J int(F,) = | int(F) € | F

k<M k<M
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quindi z € F,, N Uk;ﬁn F,,, ma questi insiemi sono disgiunti, assurdo.

Pertanto si deve avere che esiste una successione kp, — oo, kn # n, tale per cui z, € int(Fj,) per ogni
h € N. Se esistesse p > 0 tale per cui dist(zy,,0F),) > p, si avrebbe per h sufficientemente grande che
B(zk,,p) C int(Fy,) C Fk, e quindi [0,1] conterrebbe un’unione disgiunta di infinite palle di raggio p, il
che & assurdo, pertanto dist(z,,dF),) — 0. Ma allora fissato ¢ > 0 esiste x, € int(Fg,) e y, € OFy, con
|zp, — x| < e/2 e |yn — x| < /2 quindi |z — yp| < e. La successione {yp }ren € una successione in F' \ OF,, che
tende a  contro l'ipotesi che x € intp(9F,).

Si conclude lo spazio metrico completo F' e ricoperto da una successione numerabile di chiusi non vuoti a parte
interna vuota, il che & impossibile per il lemma di Baire.

Esercizio 26. Sia f : [0,+00) — R una funzione continua tale che per ogni a > 0, f(na) — 0 per n — +oc.
Dimostrare che f(x) — 0 per x — +o00. (Usare il lemma di Baire).

Svolgimento. Sia € > 0 fissato. Per ogni n € N poniamo
Xn :={a > 1 tali che |f(na)| <e, per ognin > N}.

Gli insiemi X sono chiusi per ogni N € N perché f e continua. Inoltre U Xy = [1,400): per ogni a > 1,
NeN

esiste N € N, sufficientemente grande, tale che a € Xy (poiché f(na) — 0 per n — +00).

Sono quindi verificate le ipotesi del Lemma di Baire, per cui esiste Ny € N tale che X, ha interno non vuoto.
Sia ag € Xu,, 0 > 0 tale per cui B(ag,d) C Xo. Cio implica che |f(ny)| < € se y €Jag — d,a0 + [ e n > N,
ovvero |f(t)] < e se t €n(ag — §)),n(ag + §)[=: I, n > N. Osserviamo che per n grande si ha I,, N [,,41 # O
infatti n(ap+9) > (n+1)(ap — 0) purché n > “0255. Quindi I'unione degli I,, contiene un intervallo della forma
|M, +o0[, e questo implica che se t > M allora |f(t)| < & come richiesto.

Esercizio 27. Sia f : [0,1] — R una funzione tale per cui per ogni z € [0, 1] esiste ed & finito

lim f(y).

y—x

Dimostrare che I'insieme di discontinuita di f & al pitt numerabile. Sia poi A C [0,1] un insieme numerabile;
fare un esempio di funzione f: [0, 1] — R che soddisfa la proprieta precedente, che & discontinua in A e continua
in [0,1]\ A.

Svolgimento. Sia h € N, h # 0, e sia Dy, = {z € [0,1] : | f(z) — limy_, f(y)| > 1/h}. Dalla definizione di limite
discende che per ogni x € Dy, esiste 6 > 0 tale per cui per ogni z € (x — §,z + ) \ {z} si ha z ¢ Dj. Ne segue
che Dy, & un insieme discreto in [0, 1] e dunque ¢ al pitt numerabile. Denotando con D 'insieme di discontinuita
per f si ha che D = J,, Dy per cui anche D ¢ al pili numerabile.

Sia ora A C [0, 1] un insieme numerabile; possiamo supporre A = {ag,a1,...,an,...}. Sia b, — 0, b, # 0 per
ogni n € N. Definiamo f: [0,1] — R ponendo f(z) =0 per ogni z € [0,1]\ A e f(a,) = b,. Allora f ammette
limite 0 per ogni x € [0, 1]: infatti in ogni intorno di z € [0, 1] cadono infiniti punti di [0,1] \ A sui quali f =0
e, nel caso cadano anche infiniti punti di A, su tali punti f(a,) = b, — 0. f & dunque continua su [0,1] \ A ed
¢ discontinua su A essendo b,, # 0 per ogni n € N.

Esercizio 28. Sia M > 0. Definiamo:
Cy =A{f:1]0,1] = R, f continua | 3z € [0, 1] tale che |f(y) — f(x)| < M|y — z|, Yy € [0, 1]}.

Si dimostri che:
(1) Cps & un sottinsieme chiuso di (C°([0,1]), || - || );
(2) il complementare di Cyy, i.e. Ay = C°([0,1]) \ Chr, € denso in (C°([0,1]),]] - |loo);
(3) seg e ﬂ A, allora g non ¢ differenziabile in alcun punto;
neN

(4) () An #0.

neN

Svolgimento.
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Sia f, successione in Cj; uniformemente convergente a f. Per ipotesi, dato n € N esiste z,, € [0, 1] tale
per cui |f(y) — f(zn)| < M|y — | per ogni y € [0,1]. Per compattezza di [0,1], & possibile estrarre
una sottosuccessione di {Zn}nen, indicata con x,, convergente a .. Dato & > 0 esiste k > 0 tale che
se k> ksiha|f— folloo <€e€l|Tn, —Tx| <e. Siha allora:

1f() = flzs)l < 1fW) = fre @]+ [ (0) = frr (@) +
H e (@ni) = frr (@) + [ fr (Too) — f2o0)]
1f = failloo + My — @p, | + M2y, — Too| + | f = frrlloo
2 f = farlloo + My — zoo| + M|woo — @py | + M|z, — 7o
2e+2Me+ My — 20| = (2M 4+ 1)e + M|y — zoo|

INIACIA

passando al limite per € — 07 si ha che f € Cy.

Consideriamo la funzione g,,(z) = m|x| per |z| < 1/m?, prolungata per periodicita a tutto R ponendo
Gm(z + 2h/m?) = gn(x) per ogni h € Z. La funzione g,, ha il grafico a forma di sega. Man mano
che m cresce, i denti della sega si fanno piu fitti, si abbassano, ma diventano piu aguzzi. Il lettore &
incoraggiato a farsi un disegno per rendersi conto del comportamento di g,.

Proviamo il seguente fatto: per ogni z € [0,1], m € N esiste y € [0, 1] tale per cui |gm(z) — gm(y)| =
m|z — y|. Dato x € [0, 1], esiste h € N tale per cui % <z< % Possono presentarsi due casi:
(a) Se 2 < g < 241 [2h/m?, (2h+1)/m?]\{z}. In tal caso si ha che 0 < x—2h/m? <

1/m? e 0 <y —2h/m? < 1/m?, quindi

Im(Y) — gm(2) = gm(z — Qh/mg) — gm(y — Qh/mz)
= m(z — 2h/m?) — m(y — 2h/m?) = m(z — y),

da cui |gm () = gm(y)| = mlz —y| e [y — 2] < 1/m?.
(b) Se 25;—“ <z < t ) scegliamo y € [(2h + 1)/m?,2(h + 1)/m?] \ {z}. In tal caso si ha che

—1/m? <x— 2(h—|— 1)/m?<0e—1/m? <y—2(h+1)/m? <0, quindi

I (Y) = gm(2) = gm(x — 2h/m?) = gm(y — 2h/m?)
= —m(z — 2h/m?) + m(y — 2h/m*) = —m(z — y),

da cui |g; (2) — gm(y)| = mlz —yl e [y — z[ < 1/m>.
Supponiamo f sia C'*°[0,1], in particolare essa & Lipschitziana di costante Ly > 0 Poniamo f,,(z) =
f(x) + gm(z). Si ha:

1
) = £@)| = lgm(a)] <

quindi f,, converge uniformemente a f. Proviamo che se m & sufficientemente grande si ha f,, € Ay;.
Fissato « € [0, 1], sia m > Ly + 3M, allora esiste y € [0, 1], y sufficientemente vicino a x tale per cui:

| fn(y) = fm(2)] |f (W) + gm(y) — f(2) — gm(2)]

> gm(y) = gm (@) = |f(y) = f(2)]
(x) = mly—z[— Ly — x|
> (m—Lg)ly — 2| > My — x|
In (%) si & utilizzato il fatto che esiste y sufficientemente vicino a z tale per cui | g, () —gm (y)| = m|z—y|.

Quindi dato e > 0 e f € C™ esiste f,, € Apr con ||f — fin]leo < €. Se in generale f € C°00,1], dato
€ > 0, esistono g € C*[0,1] e f,, € Aps tali per cui:

1f = fmnlloo S If = 9lloc + lg = finlloo S €/242/2.
Sia g nell’intersezione degli A,, e supponiamo per assurdo che g sia differenziabile in un punto z. Allora
esiste § > 0, K > 0 tale che |g(y) — g(z)|/|ly — | < K per 0 < |y — x| < §, pertanto:

l9(y) — 9(z)| Kly —xl, per |y — x| < ¢

l9(y) — 9()| 2l|gllsoly — /9, per |y —x| =

da cui |g(y) — g(z)] < (K +2||9]lc/0)|y — x| € quindi g € Cny per N > K + 2||g||o0/d, assurdo.
Per il Lemma di Baire, un’intersezione numerabile di aperti densi ¢ densa, in particolare non vuota.

<
<
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7. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 25 NOVEMBRE 2009 (2 ORE): SPAZI DI HILBERT E SERIE DI FOURIER

Definizione 11. Si ¢ visto come se H ¢ spazio di Hilbert, K sottinsieme di H chiuso convesso non vuoto.
Allora per ogni x € H esiste un unico y € K tale che

- = inf - .
I =yl = inf {llo — 2]}

In altre parole esiste un solo elemento di K che realizzi la distanza di = da K, tale elemento verra indicato con
7k (z) e chiamato la proiezione (ortogonale) di z su K.

Esercizio 29. Sia H spazio di Hilbert, K sottinsieme di H chiuso convesso non vuoto. Si provi che:
(1) dato = € H, vale la seguente caratterizzazione:
{rx(@)}={ye K: (x —y,z—y)y <0 per ogni z € K};

(2) la mappa = — 7 (x) & Lipschitziana di costante 1;
(3) K possiede un unico elemento di norma minima.
(4) Se V C H ¢ un sottospazio chiuso di H, allora

{mv(z)} ={yeV: (x—y,v)g =0 per ogniv € V};
e inoltre 7y ¢ lineare.

Dimostrazione.

(1) Sia y € K soddisfacente a (x — y,y — z)g < 0 per ogni z € K. Si ha:
0< =2l =lle—y+y—2?=llo -yl +lly — 2l - 2(z —y, 2 = ),

percio:

lz = 2l* = llz = ylI* > [ly — 21> = 2{z — y,2 = y)m > 0.
Viceversa, supponiamo che y sia la proiezione di 2 su K. Per convessita, per ogni ¢ € [0, 1] e per ogni
z€ K,sihatz+ (1 —t)y € K, quindi:

lz = ylI* < llz = (tz + 1 = O)y)* = |z — y + t(y — )|

= |l =yl + lly — 2l - 2t(z — y, 2 — y)u
Quindi si ha:
t
w—yz—)n < 2y - 2IP,

al limite per t — 07 si ottiene quanto voluto.

(2) Siano z1,x9 € H, y1 = wi(z1), y2 = 7k (xz). Dalla caratterizzazione con il prodotto scalare, si
ottengono:

(1 —y1,92 — 1) <0, (T2 = Y2,91 — y2) < 0.
Sommando si ha:
0> (r1 —y1 + Y2 — T2, y2 — Y1) = (T1 — T2, Y2 — Y1) + (Y2 — Y1, Y2 — Y1)
= (21— z2,52 — y1) + ly2 — %,
da cui
I7ac (21) = 7 (@2) ]| - w1 = @2l > 7 (1) — 7 (@2)
(3) tale elemento & 7x (0), infatti
17 (O)]| = 1[0 = 7 (0) || = min{[|0 — z[| : & € K} = min{[Jz] - = € K}.
(4) Se V & sottospazio chiuso, in particolare esso € un convesso chiuso. Pertanto vale
{rx(@)}={yeV:{(x—y,z—y)w <0 perogni zeV}.

In particolare, possiamo sempre scrivere z = y + v. Al variare di v € V' descriviamo tutti gli elementi
z € V, quindi

{rk(z)} ={yeV: (x—y,v)ng <0 per ogniv e V}.
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Se infine v € V, anche —v € V, quindi (x —y,v)g <0e (x —y,—v)y < 0dacul (x —y,v)g =0e
quindi
{rx(x)}={yeV: (z—y,v)g =0 per ogni v € V}.
Siano ora x,z € H, a, 8 € R. Si ha per ogni v € V:
((az + B2) — (amy (z) + By (2)),v) = (ax — amy (2),v) + (B2 — Brv(2),y)
= oz —7my(x),v)+ Bz = v (2),v) =0+0=0

per la caratterizzazione delle proiezioni su sottospazi. Ma quindi Uelemento amy () + Smy (z) soddista
la condizione necessaria e sufficiente per essere la proiezione di ax + 8z, da cui 7y (ex+ (2) = amy (x) +

Oy (z).
O

Osservazione 3. Nel teorema della proiezione su un chiuso convesso non & necessario che H sia completo, bensi
che K sia completo nella topologia indotta da H. Il risultato & valido anche se, per esempio, K & sottospazio
di dimensione finita di uno spazio a prodotto scalare.

Esercizio 30. Sia E il sottinsieme chiuso e convesso di L?(0, ) definito da
E:={ge L*0,7): g>0}.

Si dica chi @ la proiezione ortogonale su E di f € L?(0,7). In particolare si dica chi sono le proiezioni di sin x
€ CoST.

Svolgimento. E ovvio come E sia convesso. Proviamo che & chiuso. Sia g, — ¢ in L2 con g, € E. Si ha quindi
che ¢, — ¢ in L?, quindi per ogni w € L? si ha:

Jim (gn, w) = (g, w).
Supponiamo per assurdo che esista S misurabile di misura positiva dove g < 0. Scelto w = xg, che appartiene
a L? perché ||w||zz </, dal precedente si ottiene:

0> /Sg(x) dx = /Oﬁg(x)w(x) dx = lim Wgn(m)w(x) dx >0,

n—oo 0

il che e assurdo. Quindi g > 0 g.0. e pertanto g € E, che quindi risulta chiuso.
Cerchiamo di intuire come puo essere fatta la proiezione. Data f € L?(0,7), dobbiamo trovare f; € E che
minimizzi

| @ - n@p
0

Osserviamo che se f(z) > 0, possiamo scegliere f1(x) = f(z), pertanto l'integrale precedente si riduce a
[ 1@ = fi@)P da,
5

essendo S~ = {z € [0,7] : f(z) < 0}. Per minimizzare tale integrale, dovendo essere fi(x) > 0, l'unica
possibilitd & quella di scegliere f1(z) =0 su S™, perché f(x) <0su S~
Congetturiamo quindi che la proiezione di f sia la funzione
f(x) se f(x) >0,
f = [0 se fl@)
0 se f(z) <O.

Per provarlo mostriamo che per ogni g € F si ha (f — f1,9— f1)r2 < 0. Sia ST := [0, 7]\ S, cosi che f— f; =0
inStef—fi=f<0inS™. Allora si ha:

U= frg— ) = / (f@) - A@) - (9() - fi(x)) da

[ (#@) = fi@) - (o(a) = i(a)) da

= f(x)g(z) dz <O0.
g
La proiezione di sinz ¢ sinz. La proiezione di cosx & cosx - X[o,x/2)(%).
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Esercizio 31. Sia H uno spazio di Hilbert, S un sottinsieme non vuoto di H.

(1) Si enunci la definizione di S*.
(2) Si dica chi & S+ nel caso H = ¢? e S definito da:
(a) S= Tl(H) dove Ty (21,2, ..., Tn, ...) = (0, 7522,0 Z4.0,...).
(b) S =1T5(H), dove Ta(x1, 22, ..., T, ...) = (21, F, T3, G, ...).
(¢c) S=T3(H ) dove T5(x1, @2, ooy Ty, o) = (0,21, 2,y ooy Tyy—1, -.-)-
(d) S={zxel?: ||, =1}
Le risposte vanno giustificate.

Svolgimento. Indichiamo con e,, la base canonica di £2, ovvero e, & la successione che vale 1 al posto n e 0
altrove.
(1) St ={x € H: (x,y) =0 per ogni y € S}.
(2) (a) St =E ={z € ?: 2 = (21,0,23,...)}. Infatti se y = (0,%22,0,%,0,...) € S e z € E; allora
(z,y) = 0. Viceversa, sia @ = {@, }nen € ST. Poiché 2= € S, si ha 0 = (z, $2) = £ per ogni n
quindi x5, = 0 per ogni n, cioé z € Fj.
(b) en € To(H) per ogni n e {61,627 ..}t = {0}, quindi S+ = {0}.
(¢c) S+ = E3 = {(1,0,0,..)}. Infattise z € F3 ey = (0,y1,92,..) € S, allora (x,y) = 0, quindi
E3 C S*. Viceversa, se v € S+ si osserva che e,, € S per n > 2, quindi 0 = (z,e,) = x, per n > 2.
Da cui z € Ej3.
(d) Si ha Span(S) = H quindi S+ = {0}.

Esercizio 32. Si consideri il sottospazio chiuso di L*(—,):

M = {f € L*(—n,7): f(x) = f(—x) per q.o. = € [0,7]}.
(1) Si trovi M+.
(2) Si scriva una base ortonormale di M e una base ortonormale di M*.
(3) Si dica quali sono le proiezioni ortogonali su M delle funzioni (n = 1,2,3..):
sinn®z, cosn’z, x", " + x, X[0,7). Si giustifichino solo le ultime due risposte.
(4) Si scriva la serie di Fourier reale della funzione x[o - e si dica per ogni x € [—, 7] qual ¢ la somma di
questa serie.

Svolgimento.

(1) Sia f € M. Osserviamo che f pud essere ricostruita interamente a partire dai suoi valori in (—m,0), e
viceversa ogni f € L?(—,0) definisce un elemento di M se viene prolungata per parita a tutto [—m, 7).
Quindi g & ortogonale a f € M se e solo se per ogni f € L*(—n,0) vale:

| sws@a= [ " g@) () do + / " g(@)f(~a) d

—T —T

0

0
- / (9(z) + g(~2)) () do.

L’ultimo integrale ¢ il prodotto scalare in L?(—m,0) di f con la funzione § definita da j(x) = g(x) +
g(—z). Se tale prodotto scalare ¢ nullo per ogni f, cio implica § = 0, quindi g(—z) = —g(x) per g.o.
x € [—m,0]. Analogamente, se g(—x) = —g(z) per q.o. & € [—m,0] con i medesimi calcoli si ricava
(f,g) =0 per ogni f € M. Ne segue che:
t={ge L*(-mm): g(~x) = —g(z) per q.o. x € [0,7]}.

(2) Ricaviamo le basi di M e M+ a partire da una base di L?(—m, 7). Una base di M & {\/T’ 60\5/71:”’ : n € N},
una base di M+ ¢ {% : n €N}

(3) M e M+ sono sottospazi chiusi. Se un elemento f appartiene a M, allora la sua proiezione su M & lo
zero, infatti si ottiene

<f_07g>:<fvg>20

per ogni g € M, e queindi 0 soddisfa la caratterizzazione della proiezione mediante il prodotto scalare
data per i sottospazi.
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Si ha allora my/(sinn?z) = 0, ma(cosn®z) = cosn®z perché cosn®z € M, mp(z") = 2™ se n & pari
(perché in tal caso z, € M) e mp(2"™) = 0 se n & dispari. Se n & dispari, si ha 2™ + 2 € M+, quindi
mm (2™ + ) = 0. Per n pari, consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier di tale funzione. Esso &
dato dalla somma dello sviluppo in serie di Fourier di 2™ (che & di soli coseni perché per n pari tale
funzione ¢ pari) e dallo sviluppo in serie di Fourier di « (che & di soli seni perché tale funzione ¢ dispari).
Proiettando su M dobbiamo considerare solo lo sviluppo in serie di coseni (che costituisce una base di
M), la cui somma & z™, quindi per n pari si ha mp; (2™ 4+ ) = 2™. Per Pultimo punto, cerchiamo g € M
tale che (x[o,x] — ¢,.f)z> = 0 per ogni f € M.

JACTEE I /0 (~o)fdo+ [ (1-g)f di = /O (1 29)f da.

-7 —T 0 -7
Dunque la proiezione s (xo,x]) € la funzione g(z) = % Il risultato puo essere anche dedotto dalla serie
di Fourier di x[o,x]-
(4) La somma della serie di Fourier di xjo ) vale 0 in (—,0), vale 1 in (0,7) e vale 1/2 nei punti 0 e .

1 (7 1 [/"

aozf/ de =1 an:f/ cos(nz)dr =0
™ Jo ™ Jo
1 (7 1 T 1

by = 7/ sin(nz)dz = ~ {COSW)} - (1 (—1)")
T Jo T n |, nm

Segue che la serie di Fourier di x[o,n] ©

N =

nm

3 L= (c1) sin(na).

Esercizio 33. Sia H lo spazio di Hilbert reale L?(—m, ) e sia V il sottospazio chiuso:
V={feL*-mmn): f(z) = f(z—) per z € (0,m)},
(cioé lo spazio delle funzioni periodiche di periodo 7).
(1) Si trovi V+;
(2) si provi che se f € V allora [" |z — f(2)]* > 7%/2. (Suggerimento: la funzione h(x) definita da
hz)=x+n/2 per —m <z <0e h(z) =2 —m/2 per 0 <z <, appartiene a V ed ¢ tale che...)

Svolgimento. (1) feV+Lseesolose (f,g) =0 per ogni g€ V. Mase g€V si ha

,9) " f@yg@)de= [ fa)gla)de+ / " f@)g()

—Tr —T

/ " e~ m)glr —m)dr + flalgta) o = | (flr— )+ ()g(r) dr

dato che per 7 € (0,7) si ha g(7 —7) = g(7). Dunque se f € V! e si sceglie g € V tale che
g(7) =sign(f(r — ) + f(7)) per 7 € (0, ), si ottiene

/0W|f<7—w>+f<7>|d7:o7

e dunque se f € V* allora soddisfa f(z) = —f(z — 7) per ogni € (0, 7). Viceversa se f € H soddisfa
f(z) = —f(x — m) per ogni z € (0,7), allora per ogni g € V si ha

(fg) = / (Fr— 1)+ fE)g(r) dr =0,

(2) Poniamo id(z) = z. Siha che [7 |z — f(z)[*dz ¢ il quadrato della distanza di id da f, e se f descrive
V il minimo & assunto nella proiezione 7y (id) di id su V. Si noti che hy(z) = sign(x)7/2 appartiene a
V+ e che z = h(x) + x1(x) e dunque h = 7y (id). Infine:

/7;|:ch(w)|2dx/7; <g>2 dx:%
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Esercizio 34. Sia u, una base ortonormale in uno spazio di Hilbert H. Sia v, una successione ortonormale
tale che

+o00
Z |un — Un”%{ <1
n=1

Si provi che anche v,, ¢ una base ortonormale.

Svolgimento. L’unica cosa da dimostrare & che 'insieme dei v,, € completo. Osserviamo che per dimostrare cio,
e sufficiente verificare che non esiste un vettore v # 0 tale che

(v,v,) =0, Vn eN

Infatti, per il Teorema di Riesz, cio significa che ogni funzionale lineare e continuo su H che si annulla sui v,
¢ il funzionale nullo. Per il Teorema di Hahn-Banach, cio implica la completezza del sistema dei v,,.
Verifichiamo quindi la non esistenza del vettore v. Supponiamo che ci sia un vettore v non nullo ortogonale a
tutti i v,; allora si ha

0= {(v,v,) = (V,Upn) — (V,up — vy)

percio (v, u,) = (v, u, — v,) da cui, ricordando l'ipotesi

+oo —+oo
lol> = >~ o, un)? =D (0, un = va)* < [l0]]?
n=1 n=1

e quindi una contraddizione.

8. ESERCITAZIONE DEL GIORNO 1 DICEMBRE 2009 (2 ORE): SU SPAZI DI HILBERT, CONVOLUZIONE E
COMPLEMENTI DI TEORIA DELLA MISURA

Esercizio 35. Posto Q = {(x,y) € R?: |z < 1, |y| < 1}, si consideri 'insieme di funzioni
K= {v € L' Q) : |v] <1q.o. in Q, / v(z,y)dxdy = O}
Q

(a) Provare che K & convesso ed ¢ contenuto in L*(€2).
(b) Dimostrare che K ¢ chiuso in L?(2). L’insieme K ¢ dotato di punti interni?
(c) Dedurre che, comunque presa f € L?({), esiste un'unica u € K tale che

/(u—f)(u—v)SO, Yu € K.
Q

(d) Con riferimento a (¢) trovare la funzione u corrispondente al dato f(z,y) = x1/22 + y2.

Svolgimento.
(1) Siano v,w € K, A € [0,1]. Si ha [Av+ (1 = Nw| < Ajo|+ (1= A)]w|<1e

/Q(/\v(:c)—I—(l—)\)w(a:))dx:)\/ﬂv(x) dx—l—(l—)\)/gw(x)dx:O.

da cui K & convesso. Inoltre dato che |v| < 1 quasi ovunque:

folle = [ @)Pde < [ fo(e)]- @) do < [ [o(@)]de = ol
Q Q Q
(2) Sia {v, }nen una successione in K fortemente convergente a v € L2. In particolare, essa & debolmente
convergente, per cui per ogni w € L? si ha:

lim (v, w) = (v, w).

n—oo

Scelto w = xgq, e ricordando che v,, € K, si ha dal precedente:

lim vp(z,y) - 1dedy = / v(z,y) - 1dx dy.
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I temini di sinistra sono tutti nulli, quindi il loro limite ¢ nullo e pertanto / v(z,y) dz & nullo.

Q
Supponiamo che esista S C € di misura meas(S) > 0 con v(x) > 1 su S: allora si ha per la convergenza
debole

/ o(@,9)xs(@y) drdy = (v, xs) = lim (vm, xs)
Q n—oo

= lim [ vp(z,y)xs(z,y)dzdy < meas(S)

n—oo

tuttavia
/v(w7y)><s(w7y) dz dy > / Xs(z,y) dx dy = meas(S5).
Q Q

Se invece esistesse S C Q di misura meas(S) < 0 con v(x) < —1 su S, applicando il precedente con —v
al posto di v si giunge all’assurdo. Si conclude che K & chiuso e convesso di L.
Sia v € K e fissiamo ¢ > 0. Consideriamo la funzione costante

£

ge(z,y) = m

Calcoliamo [|(v + ge) — v||z2 = ||lgc |3

/ |ge (@, y)|* dw dy = €2,
Q

per cui per ogni € > 0 si ha v + g. € Brz2(v,¢) Tuttavia v + g ¢ K infatti

/Q(v(x,y) + ge(z,y)) dedy = /Q v(x,y) dx dy + ey/meas(Q) = e/ meas(2) # 0.

Quindi ogni palla di raggio € centrata in un punto v di K contiene almeno un elemento che non
appartiene a K. L’interno di K ¢ vuoto.

Per il teorema di proiezione sui chiusi e convessi in uno spazio di Hilbert, si ha che per ogni f € L?
esiste un’unica u € K tale per cui

(f—u,v—u>L2:/Q(u—f)(u—v)dajg(), Yv € K.

la funzione richiesta u & la proiezione di f su K, ovvero la funzione di K che realizza il minimo di
|f — ul|?>. Per congetturare quale possa essere tale funzione procediamo con alcune considerazioni su
fesuQ. Siha|f(x,y)| <1 seesolosex?(z? +y?) < 1, ovvero z* + 22y? < 1, quindi # = 0 oppure
ly| < \/1/22 — 22. Poniamo A = {(z,y) € R? : |y| < \/1/22 — 22} Studiamo l'intersezione Q N A. Si
ha che (0,y) € A per ogni y, (1,y) € A se e solo se |y| = 0, quindi y = 0. La funzione x — 1/2% — 22
ha come derivata —22~3 — 2z che ¢ strettamente positiva per < 0 e strettamente negativa per = > 0.

Se y = £1 si ha che (z,%1) in A se e solo se z* + 2% — 1 < 0, ovvero |z| < 4/ % — 1. Osserviamo che
A & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, pertanto:

ANQ

e cio implica fyxann € K. Congetturiamo quindi che si abbia

f(z,y)

U(ZE, y) = f(x7y)XAﬂQ(x’ y) + mXQﬂA(ma y)

Tale funzione appartiene a K perché |u(z,y)| <1 e sfruttando le simmetrie di f e di 2\ A si ha

flay) oo
/Q|f<x,y>|ddy b
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Proviamo che vale la proprieta caratteristica della proiezione. Scriviamo 2\ A = Bk U B~ dove
Bt ={f <1}, B- ={f > —1}. Dato g € K si ha:

(f—u,g—u)= /Q\A(f(% y) —u(z,y)) - (9(z,y) — u(z,y)) dr dy

=/ If(xyy)—1|(9(x,y)—1)dwdy+/ =|f(z,y) + 1l(g(x,y) + 1) dedy.
B+ B~

Poiché —1 < g(z,y) < 1 q.0., i due addendi sono negativi, quindi {(f —wu,g —u) < 0 per ogni g € K, e
u € la proiezione ortogonale di f su K.

Esercizio 36. Sia H uno spazio di Hilbert e K, una successione di convessi chiusi contenuti in H tale che
Kn+1 cK,, neN.

Supponiamo inoltre che

n=1

Se indichiamo con 7, : H — K, la proiezione su K,,, dimostrare che per ogni z € H si ha

lim 7, (2) = moo ().
n—-+oo
Svolgimento. Poniamo x,, = m,(x). Tale successione & limitata: infatti poiché z., € Ko, C K, per ogni n € N,
si ottiene
[znll < llz =zl + 2] = dist(z, Kn) + [[2]] < [|z = Zoo|| + [[#]] < 2[|[] + [|zoo |-
K € convesso chiuso perché intersezione di convessi chiusi.
La successione dist(z, K,,) & monotona, crescente e limitata da ||z — 2|/, pertanto essa ammette limite £.
Si ha che dist(z, K,,) < dist(z, Ko) perché K, 2 Ko da cui ||z — z,| — ¢ < dist(z, Ko ). In particolare
¢ possibile estrarre una sottosuccessione debolmente convergente a yo, per il teorema di Banach-Alaoglu (gli
spazi di Hilbert sono riflessivi). Per ogni N, si ha che se ny > N, tale successione ¢ una successione debolmente
convergente nel convesso chiuso K. Per convessita, K € anche debolmente chiuso, quindi y., € Ky. Allora
Yoo € Koo
La funzione y — ||z — y|| & convessa e continua, il suo epigrafico & quindi un fortemente chiuso convesso non
vuoto. Ma allora & anche un debolmente chiuso e convesso, pertanto y — ||z — y|| & debolmente semicontinua
inferiormente, da cui

dist(z, Koo) < |2 — Yoo < likminf | — @y, || = £ < dist(z, Kso).
—00
Ma allora dist(z, Koo) = || — Yoo|| € per 'unicita della proiezione si ottiene To, = Yoo, da cui la tesi.

Esercizio 37. Si trovi un sottoinsieme A di (—1,1) misurabile secondo Lebesgue tale che posto f(z) = L(AN
(—1,x)) si abbia f/(0) =1/2.

Svolgimento. Si consideri la retta r di equazione y = 2/2 e una parabola P di equazione y = az? + bz + ¢
soddisfacente le seguenti proprieta: y(0) = 0, ¥'(0) = 1/2 e y/'(x) < 1 per ogni 0 < = < 1. Si puo scegliere
y = 2%/4+ 1/2x. Poniamo

1 1 1
D:{(x7y)€R2:O<‘r<l7 2$<y<4x2+2x}

Definiamo una successione induttiva di punti. Poniamo zo = (29, yo) = (1/2,1). Dato z, € D, sia r, la retta
passante per z, = (z,,y,) di coefficiente angolare 1, ossia r,, ha equazione y = x + y, — Zp,.

I'unico elemento di r N7y, se Yy = 22 /4 + 2, /2,
Z =
ot Ynt1 = Yn € Tpi1 € unica soluzione positiva di y, = 22/4 + /2, se y, = x,/2.

In altre parole, partiamo dal punto zo = (1,1/2), tracciamo la parallela all’asse delle ascisse fino ad incontrare
la parabola P, il punto di intersezione da il punto z;. Partendo da z;, seguiamo la retta di coefficiente angolare
1 passante per z; fino ad incontrare in 2z la retta di coefficiente angolare 1/2. Si ha necessariamente zo € D
perché la parabola & convessa e in nessun punto compreso tra 0 e 1 la tengente ha coefficiente angolare superiore
a 1. Tl procedimento viene iterato: per ogni indice n pari, i punti z, appartengono alla retta y = 1/2z e il punto
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zZn+1 si ottiene conducendo la parallela all’asse = e considerandone l'intersezione con P con ascissa positiva, per
n dispari, i punti z,, appartengono alla parabola P e il punto z,1 si ottiene intersecando la retta di coefficiente
angolare 1 passante per z, e la retta r. Congiungendo ogni coppia di punti consecutivi con un segmento, puo
essere costruita quindi una funzione continua g : [0,1] — R, affine a tratti, derivabile nei punti di |0, 1]\ {zn }nen,
la cui derivata, dove essa esiste, vale 0 oppure 1. Estendiamo tale funzione ad una funzione dispari continua
affine a tratti che indicheremo ancora con ¢ : [-1,1] — R. Calcoliamo la derivata di ¢g in 0 ricordando che
g(0) = 0: & necessario provare l'esistenza e calcolare il

i 9@ =90 _ . 9(z)
z—0 T z—0 X

Per simmetria, possiamo limitarci a considerare il limite per z — 0%. La funzione g per z > 0 & sempre
compresa tra la retta y = x/2 e la parabola y = ixz + %x, pertanto vale la maggiorazione

)

1,2 1

x/2 _gla) _ 177+ 37
x T x

e passando al limite per x — 0T si ottiene che il limite per z — 0T esiste e vale 1/2. Simmetricamente per

disparita si ha:

— 1
lim M: lim M: lim ——= = —.
z—0- T t—0t+ —t t—0t — 2

pertanto ¢'(0) = 1/2. Si ha in particolare che g(z) = [*, ¢/(t) dt perché g & Lipschitziana, quindi assolutamente
continua. Poniamo

A={z€]—-1,1]: ¢'(x) esiste e ¢'(x) = 1}

A & misurabile perché & unione degli intervalli aperti |2,41,n[ € | — Zn, —Zn11[. A questo punto,
x
£( - 1,2[nA) = / xalt)dt = g(a),
-1

quindi f=ge f'(0)=g¢'(0) =1/2.

Esercizio 38. Sia (c,) € £? e sia A il sottoinsieme costituito dagli elementi (z,,) € £? tali che |x,| < |c,| per
ogni n; dimostrare che A e relativamente compatto rispetto alla topologia forte.

Svolgimento. Bisogna provare che A ¢ totalmente limitato. Fissiamo € > 0. Esiste N > 0 tale per cui

+oo +oo 62
Z |xn‘2 S Z ‘cn‘Q S Z:
n=N n=N

—+o00
. . 2 o . . T <. . . .
in quanto la serie E |cn | & convergente per ipotesi, quindi il suo resto ¢ infinitesimo. Sia {Tnz}nen la suc-

n=1
cessione ottenuta troncando z all’N-esimo termine, ovvero Tyx, =0sen > N e Tz, =z, se 1 <n < N.

Sia ora n € {1,..,N}. L’insieme C,, = {z € C : |z| < |cy|} & compatto, quindi esistono M,, € N e

Yn,1s - Yn, 0, € Cpy tali per cui
M, .
c.c||B = ).
= (y : <N—1>>
Jj=1

Poniamo M = max{Mj, ..., My }. Consideriamo ora l'insieme
Ky ={{zatnen €’ : 2, € {Yn1,sYn, } per 1 <n <N, z, =0pern> N}

Per ogni 1 < n < N abbiamo al pit My scelte possibili per il valore z,, quindi possiamo costruire al piu
(Mpy)N~1 successioni in questo modo. L’insieme Ky quindi & finito.
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Data {xn, }nen scegliamo {2z, }neny € Ky in modo che |z, — z,| < m per n=1,..., N, si ha allora

H{xn}nEN - {zn}n6N||é2 < H{xn}nEN - {Tan}nEN”[z + ||{Tan}n€N - {Z}nENHEQ

oo 1/2 No1 1/2
(Z |xn|2> + (Z |25, _Zn|2>

n=N n=1

= g2 V2 e €
+ Z4:(1\1—1) “3tyTe

Definizione 12. Sia f : R™ — R™ una funzione. Sia
0 :={QCR": Qaperto e f(z) =0 per q.o. x € Q}.

IN
TR

L’insieme U Q ¢ aperto e f = 0 q.0. su tale insieme. Definiamo il supporto di f come il chiuso dato da
Qeo
supp(f) = R\ U 0. Se f1 = f2 q.o. si hasupp(f1) = supp(f2) e se f & continua si ha supp(f) = {z: f(x) # 0}.
QeOo
Indicheremo con C¥(R™) le funzioni di classe C* a supporto compatto.

Proposizione 9. Sia f € LY(R"), g € LP(R"), h € L’ (R™) con 1 < p < oo. Sussistono le sequenti proprieta:
(1) per q.o. x € R™ la funzioney — f(x—1y)g(y) é integrabile suR™. Risulta quindi ben definita la funzione

(fxg)(@) = | [flz-y)g(y)dy,

Rn
che prende il nome di prodotto di convoluzione di f e g.
(2) fxge Ll el|fxglee <Ifllrllgliee;
3) (fxg)(x) = (g* f)(z)

(4) Posto f(x) = f(—x) si ha
/ (f * g)(x) h(z) dx =/ 9(@)(f * h)(x) dz
Rn n

(5) supp(f *g) C supp(f) + supp(yg), in particolare se f,g sono entrambe a supporto compatto allora f * g
e a supporto compatto. Cio e falso in generale se solo una di esse € a supporto compatto.

Dimostrazione.

(1) Si veda il punto successivo.
(2) Supponiamo g € L. Allora si ha f(z — y)g(y) < ||lgllz= f(x — y) per q.o. y, che & integrabile per q.o.
xe

£rg@l < [

R™

£~ D9Wldy < gl [ 1= )ldy = lgle~ 11,

RTL
quindi f*xg € L.
Supponiamo g € L!. Allora si ha per q.0. y € R":

/n |f(z —y)g(y)|dx = |g(y) |f(z —y)ldz = [gW)] | fllor < +o0

|
Rn

L. (/ IF(= —y>9<y>ldw) dy = llgllzs - [ Fllz: < +o0o

quindi la funzione (z,y) — f(z —y)g(y) ¢ in L}*(R™ x R™) per il Teorema di Tonelli. Per il teorema
di Fubini si allora che per q.o. x € R" la funzione y — f(z — y)g(y) ¢ integrabile quindi f * g & ben
definita e vale

ireale < [ ([ 1= vawlar) ar= [ ([ 15 sawldc) dy=lgler -1l

Supponiamo g € L, 1 < p < oo. Si ha che |g[P € L', quindi per il precedente, la funzione y —
|f(z —y)||lg(y)|P & integrabile per q.o. = € R™ fissato. Pertanto per q.o. = € R™ fissato, si ha che
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|f(z—y)[*/?|g(y)| € LP(R™) (si integra in y). Per ipotesi per q.o. € R™ fissato | f(z —y)|*/?" & in L¥'.
Per Hélder si ottiene (z fissato):

1£@ = g@lis = 1@ =) (1@ =IPlg@)) e < WA N 115 @ = )17 lgw) 1o

e cio vuol dire:

ol " ([ 156~ llstr av) v

quindi ricordando che |g|P € L! e che p/p’ = p — 1, per il punto precedente si ha
g

Frg@l < [

R

@ — y)g(y)],dy < ( /

n

/R |f # g(@)|P do < || £ /]R (£ % 1glP) @) do < LA 1o HgPlles = 1F15 gl

da cui la tesi.

(3) ovvio dalla definizione (si esegue un cambiamento di variabili).

(4) Si osservi che (z,y) — f(x —y)g(y)h(z) appartiene a L'(R"™ x R™), si usi questo fatto per invertire
lordine di integrazione.

(5) omessa.

O

Definizione 13. Sia Q aperto di R”, diremo che f € LV (Q) se fxx € LP(Q2) per ogni K compatto contenuto
in Q.

Definizione 14. Sia ) aperto di R™. Un multiindice n-dimensionale ¢ un elemento a € N". La lunghezza di
a = (ay,...,ap) ¢ definita da |a| = a; + ... + a,. Se k €N, e f € C*(Q), si pone
o o

D*f = o
f 014 0%y,

con la convenzione che se a; = 0 il termine corrispondente non compare.

Proposizione 10. Sia g € L (R").

loc
(1) se f € COR™) allora f x g € CO(R™).
(2) se f € CE(R™), k> 1, allora f xg € C*(R™) e D¥(f x g) = (Df) * g.

Dimostrazione. Omessa. O

Definizione 15. Una successione di mollificatori & una successione {py, }nen di funzioni positive, di classe C°
con supp(pn) € B(0,1/n) tali che [[pn o = 1.

Proposizione 11. Sia {pj}ren successione di mollificatori.

(1) se f € CO(R™) allora py, * f — f uniformemente sui compatti di R"™ per k — oo.
(2) se fe LP(R™), 1 <p < oo, allora py, * f — f in LP per k — oo, quindi C2° ¢é denso in LP.

Dimostrazione. Omessa. O

Corollario 1. Sia Q aperto, u € L, () tale che per ogni f € C>(Q) valga /uf = 0. Allora u =10 q.0. su
Q.

Dimostrazione. Omessa. O

9. ESERCITAZIONE DEL 15 DICEMBRE 2009 (2 ORE): OPERATORI LINEARI, COMPATTEZZA, SPETTRO

Esercizio 39. Risolvere il seguente problema agli autovalori

/27r cos(x + t)u(t)dt — Au(x) = 0.
0
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Svolgimento. Supponiamo inizialmente solo che y € L2([0,27]) e applichiamo la formula di addizione del coseno.
Otteniamo

2m 2m
cosx/ cost y(t)dt — sinx/ sint y(t)dt = Ay(x).
0 0

Da questa espressione vediamo che y e continua e di periodo 27. Ne segue che il suo sviluppo di Fourier &
convergente puntualmente ovunque, oltre che in norma in L?([0,27]). Denotiamo, come di consueto,

y(t) = % + Z [an, cos(nt) + by, sin(nt)]

n=1

1 2 1 2
ap = 7/ cost y(t)dt; b, = 7/ sint y(t)dt
T Jo T Jo

L’equazione si puo riscrivere nella forma
cos(x)may — sin(x)wb; — Ay(z) = 0.
Dall’'unicita dei coefficienti di Fourier segue allora, sostituendo a y(x) la sua espansione in serie, che ag = 0,
a; =b; =0se j > 1. Si ottiene quindi
cos(z)(m — A)ay —sin(z)(m 4+ A)by =0
Se a1 # 0 allora necessariamente si deve avere m = A e by = 0, e d’altra parte se b; # 0 allora necessariamente

si deve avere —m = X e a; = 0. Dunque un autovalore ¢ A = 7, con autovettore y = a; cosz (ay arbitrario).
L’altro autovalore & A = —, con autovettore y = by sinzx (b arbitrario).

Teorema 1. Sia H spazio di Hilbert, T : H — H lineare continuo e autoaggiunto. Allora |T|| = sup{(Tz,z) :
]l = 1}.
Dimostrazione. Sia a = sup{(Tz,z) : ||z|| = 1}. Allora

(T, )] < [ T[|l=]I* = 7]

per ogni x € H con ||z|| = 1. Segue che a < ||T|].
Per provare la disuguaglianza opposta & necessario provare che ||Tz| < « per ogni ||z|| = 1. Se Ta = 0 & vero.
Posto y = Tz/||Tz||, consideriamo (Tx,y) = ||Tz|| € R. Percid:

(T(x +y),z+y) = (Tz,z) £2(Tz,y) + (Ty,y)

Sottraendo membro a membro e ricordando la definizione di y si ha:

ATzl = (T(@+y),z+ty —(T(l@—-y),z-y)
r+y x+y 2 xr—y r—y
< lot ol (P ) ) = e -l ()
lz+yll /)" llz+yl lz =yl ] " [l =yl
= alllz +yl” + 2 = yl*) = a2]lz]? +2|y[?) = 4
Il risultato in generale non vale se T non e autoaggiunto. O

Proposizione 12. Sia H spazio di Hilbert, H # {0}. Allora se T : H — H ¢& operatore lineare, continuo,
compatto e autoaggiunto si ha che —||T|| oppure ||T|| é autovalore di T. In consequenza, se in uno spazio di
Hilbert esiste un operatore compatto autoaggiunto senza autovalori, lo spazio € lo spazio nullo.

Dimostrasione. Sappiamo che: 7] = supyi{|(Tw, )]} Poniamo u = [T se [T = supyy-i{(Ta. )},
altrimenti y = —||T| se |[|T| = infjz=1{(Tz,z)}. Allora esiste (z,)nen successione, [z,| = 1 tale che
(Txy, xn) — p. Siha:

| Tan — pal? = T2l = 24T 20, 20) + 2 lleal® < TN = 20(T2n, 20) + 1.

da cui |Tx, — pz,||* — ||T||? — 4% = 0 e quindi lim Tz, — px,, = 0. Per compattezza & possibile estrarre una
sottosuccessione indicata ancora con (2, )nen tale che Tz, — y. Ma allora =, — y/p = x con ||z|| = 1. Segue
pr —Tr =lim px, — Tzypz, =0 e poiché x # 0 si ha che p ¢ autovalore. ]

Esercizio 40. Sia V : L?(0,1) — L?(0,1) l'operatore lineare definito ponendo

Vi) = [ s e 0]
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(a) Calcolare esplicitamente l'operatore aggiunto V*;

(b) calcolare esplicitamente 'operatore V*V;

(c) verificare che V, V* e V*V sono compatti;

(d) determinare tutte le autofunzioni dell’operatore V*V';
(e) provare che |V > 2/m;

e
(f) & vero che ||V| =2/=?

Svolgimento.

(a) Per definizione, l'operatore aggiunto & caratterizzato dalla relazione (V' (f),g) = (f,V*(g)) per ogni

f,g € L2

/;(/Omf(t)dt) dx—//f Xtow)(g(x) dt dz

Siano ora t,x €]0, 1[. Osserviamo che si ha

) = 1, sel0<t<ax<l. () =
Xoa]tt) = 0, altrimenti . Xt =

/01/ X0, (t dtdw—/ / X ()g(x) dt de
_ / s ( / Yo (@) (w)dx) i,

1 1
V*(g)(t) = / Xty (@)g(z) dz = / o) da.

Ve - | VW = / 1 (/ f(s) is) at

Si poteva arrivare al medesimo risultato nel modo seguente:

VV)g) = (V. Vi) = [ V(@) Vig(a)da.
Integriamo per parti, ricordando che:

(a) una primitiva di V(f)(z) & data da /Om V(f)(s)ds,

1, se0<t<az<l.
0, altrimenti .

Pertanto

e si conclude che

(b) Calcoliamo

(b) si ha LV (9)(x) = gla) e V(5)(0) = 0.
Si ricava allora:

= [( o
e

-(/ R0 ) ([ vineas)-seao
:/01 [ vine ([ v as)-ate)do

o

<

o
\_/\_/\_/C\
la
\_/
QU
8
I
S—
2

1< 1
[([ e
[(f

[=)
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Pertanto si ha come prima:

V(@ = [ V(f)(s)ds = / Vb= / 1 ( / ) ds) dt.

Proviamo che l'operatore V : L? — L? & compatto. Osserviamo che per ogni x,y € [0, 1]

V(@) - V(W) = /Oxf(t)dt— /Oyf(t)dt /xf(t)dt

Se x > y, si ottiene allora

1 1
V() ) = VNl = ‘/0 Xiy.a] (1) (1) dt‘ S/O X{y,21 (D (1)] dt

/2

< [ lz2lixwallez = If1l2ly — =

In modo del tutto analogo, se x < y si ha
1 1
V() @)~ V()| = / NOIO dt\ < / X (£ ()] dt
0 0

< N2 IXaillze = 1F 1|2 |z — y['/2.

Quindi per ogni f € L? si ha che

V(@) = VO < IFllezle =yl

in particolare V(f) & continua, pertanto V : L? — C° C L2
Sia ora B un insieme limitato in L?, e M > 0 tale che sup || f||z> < M. Proviamo che V(B) ha chiusura
feB

compatta in (C?, || - [|o)-
A tal proposito, utilizziamo il Teorema di Ascoli-Arzela:
(a) insieme V(B) ¢ equilimitato, infatti per ogni f € B, x € [0, 1] vale:

V(f)()] = / " p(0)de] < / X0 F(B)]dt < | fllz2 < M.

dove nell’ultimo passaggio si e utilizzata la disuguaglianza di Holder.
(b) Tinsieme V(B) € equicontinuo, infatti per ogni z,y € [0,1] e f € B si ha
V(@) = VDO < lzzle = y? < M- fo =y

per cui per ogni € > 0 esiste § = ¢2/M? tale per cui se |x — y| < J allora

[V(f)(@) = V(f)(y)| <& per ogni f € B.
Quindi V(B) ¢ relativamente compatto in (C?, || - || ). Poiché I'immersione C° — L? & continua (infatti

si ha ||ul|z2 < ||ulle per ogni u € C°([0,1])), si ha che V(B) & relativamente compatto in L?.
Proviamo ora che V* : L? — L? & compatto Osserviamo che per ogni z,y € [0,1]

/:f(t) dt — /yl £(0) dt‘ - /:f(t) dt‘

pertanto con un ragionamento esattamente analogo al precedente, si ha la compattezza di V*. La
compattezza di V*V discende dalla compattezza e continuita dei due operatori V* e V.
dobbiamo determinare tutte le funzioni u tali per cui V*V(u) = Au, A € C. Si ha quindi:

/I 1 ( /0 (o) ds) dt = Mu(z)

pertanto v € C'. Derivando, si ottiene:

- /I u(s) ds = M/ (), u(l) =0

0

V(N (@) = VAN =

da cui u € C? e derivando ulteriormente si arriva a —u(z) = Au”(z), v/ (0) = 0, da cui per A # 0 si ha

o (z) + %W) —0,  u(l)=w/(0)=0.
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Questo problema ammette soluzioni

0Leﬂ¢/\/W.|_be—9’f/\/m7 per A<0,a,beR

ux(x) = x x
cos | ——= | +bsin| — |, er A >0,a,beR
’ (m) (m) pea e

Sostituendo la condizione u/(0) = 0 si ha a = b nel caso A <0 e b =0 nel caso A > 0, da cui

a(ex/m+e—x/m), per A< 0,a€R
u(z) =
acos<x>, per A>0,acR

vy

Se A < 0, la condizione u(1) = 0 & soddisfatta solo per a = 0 quindi u(x) = 0, il che non & accettabile,
pertanto si ha A > 0 e per soddisfare u(1) = 0 si deve avere

1 1 2k +1
cos<>:0<:> ZI—Fkﬂ':u,k‘EZ

oY NERE >

quindi A\, = 4/7%(2k +1)72, k € Z. Le autofunzioni sono dunque

2k +1
up(z) = acos ( + mc) ,a€R.
(e) Sappiamo che

(z) = cos (E)

u(z) = 5

¢ autofunzione e che quindi

4
ViV(u) = —u

T

Cio implica che ||[V*V| > 4/72. Per definizione, si ha che
VAV Oz < VIV < IV IV 1A 22

e inoltre si sa che ||[V| = ||[V*||. Si conclude che 4/72 < ||[V*V|| < ||[V]|?, come richiesto.

(f) L’operatore W = V*V & compatto e autoaggiunto, infatti

(V*Vfg)=(Vf,Vg) = (f,VVg)

e quindi W* = (V*V)* = V*V = W. Poiché W & compatto ed autoaggiunto, si ha che uno tra
IW] e —||W|| & autovalore di W pertanto & il massimo o il minimo tra gli autovalori, nel nostro caso
Wl = 4/m2. A questo punto, sia f,, successione in L? con || f,||z2 < 1 tale che

Jim [V (fa)llz2 = V22
si ha

IV (falZe = (V(fa), V(fa)) = (W fus fu) < [W].

da cui la tesi.

10. ESERCITAZIONE DEL 12 GENNAIO 2009 (2 ORE): TEOREMA DI LAX-MILGRAM, TEORIA DI FREDHOLM

Esercizio 41. Si consideri la seguente equazione differenziale con condizioni al contorno di tipo Neumann:

u/ R/ / _ / _
D(m2+1>+ue, W/ (0) = /(1) = 0.

Si stabilisca se il problema ammette un’unica soluzione e in caso affermativo la si caratterizzi come minimo di
un opportuno funzionale integrale.
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Svolgimento. La formulazione debole dell’equazione porge:
1 1 1
1
/ ——u' (2)v' () dx —I—/ u(x)v(x)de = / e’ v(z)dx, Vv e H,
ricordando le condizioni al contorno di Neumann.
Definiamo le seguenti applicazioni B: H! x H! = Re F: H' - R:

1 1 1
B(u,v) = / %u’(x) V' (z) dx +/ u(z) v(z) d, F(v) = / e*v(z) dz,
o T2+1 0 0
Proviamo che B(:,-) soddisfa le ipotesi del teorema di Lax-Milgram:
(1) banalmente B & lineare in ogni argomento;
(2) & continua (si applichi la disuguaglianza di Holder):
1B(u,v)| < [[W]|z2[l0llL2 + Nullzzllvllce < 2llwllz (ol
perché (z2 +1)"! <1per 0 <z < 1le |lu|pe,||v]z < l|Jullg;
(3) & coerciva:
1oy 1 1 1 1
Buw= [ ol @Pdet [ u@Pde 5 [ W@Pdes [P > gl
0o T°+1 0 2 Jo 0 2
La mappa F' e continua, infatti applicando ancora la disuguaglianza di Holder si ottiene
1/2

1
|F<v>s( / d:c) loll e < Clolle.

Per il teorema di Lax-Milgram, il problema ammette un’unica soluzione debole # € H'. Dall’equazione, si
deduce poi che @ € H? e soddisfa u/(0) = @/(1) = 0.
Essendo la forma bilineare B(u,v) simmetrica, la soluzione @ & caratterizzata dall’essere I'unico minimizzante

di
%B(u,u) — F(u) = % (/01 a:21+ 1|u’(x)|2dx+ /01 |u(x)2dx> - /01 e” u(x) dz,

tra tutte le funzioni u € H!.

Esercizio 42. Si provi che per |\| > 1 I'equazione integrale nell’incognita f € C°([0, 1])

1
| et =) = gts)
0
ha soluzione per ogni g € CY([0, 1]) assegnata.

Svolgimento. Ricordiamo che se f € C°([0,1]) si ha ||f]|zz < ||f]leo, Ovvero 'immersione (CO | - ||s) —
(L2,]| - |lz2) & continua. Poniamo

T(f)(s) = / e~ f(t)dt,

e equazione assume la forma T(f) — Af = g. T ¢ lineare (ovviamente) e dato che:

IT(F)(s)] < / £ < [1Fllzes

si ha che T & continuo sia come operatore di (L?, || - ||z2) in sé, che come operatore di (C, || - ||~ ) in sé, inoltre
|17 < 1.
La stessa disuguaglianza porge I'equilimitatezza di T'(By:) := {T'f : f € C°, ||f|z> < 1}. Si ha inoltre;

1
IT(f)(s1) = T(f)(s2)| = /O (7 —e™")f(t) dt’ < [fllze sup fem™" — e <51 — sal.

te(0,1]

Essendo le funzioni T'(f) equilipschitziane, si ottiene la compattezza di T'(Byz2) per il Teorema di Ascoli-Arzela.
La stessa disuguaglianza porge come T'f sia continua per ogni f € L?, e quindi come 'operatore T : L? — L?
sia compatto. Proviamo che tale operatore € autoaggiunto:

wro= [ ([ ernom)oras= [ [ oo asa= [ o
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Si & potuto invertire I'ordine di integrazione grazie al teorema di Fubini e Tonelli, in quanto

/0 / =5t (t)o(s)| ds dt < / / F(&)o(s)| ds dt < | fllz2 o] e

Quindi T* = T e l'operatore e autoaggiunto.

Essendo T : L? — L? un operatore compatto e autoaggiunto, il suo spettro & costituito al pilt da un’infinita
numerabile di autovalori di molteplicita finita e dallo zero.

Studiamo pertanto 1’equazione %T(f) =f.

Si ottiene che se [A| > 1, vale ||T/A|| < 1 pertanto +7 & una contrazione in L? (ed in C°) ed ammette un solo
punto unito, e tale punto unito & f = 0. Quindi se A > 1, ’equazione integrale ammette un’unica soluzione
f4 € L? per ogni dato g € L?. Se poi g € C°([0,1]) C L*([0,1]), si ricava che T'f, e g sono continui e quindi
anche f, deve essere continua.

Esercizio 43. Consideriamo 1’equazione integrale per A # 0:

1
Au(t) — /0 (t+ s)u(s)ds = f(t)

Si dica per quali A € C l'equazione ammette soluzione per ogni f € L%(0,1) e per tali valori si scriva
esplicitamente la soluzione.

Svolgimento. Poniamo
1 n
(Tu)(t) = / k(t, s)u(s) ds, k(t,s) = Zgo,»(t)wi(s),
0 i=1
con 1, ..., o, linearmente indipendenti in L?. Allora si ha:
1 1 n n 1
(Tu)(t) = / k(t, s)u(s) ds = / > it)i(s)uls)ds =Y @i(t) / Vi (s)u(s) ds.
0 [\ — i=1 0
Poniamo:

¢ = / " u(s)u(s) ds.

L’equazione omogenea Au = Tu si riduce allora a:
Au(t) = Z wi(t)e;

L’operatore integrale ha quindi rango finito, quindi ¢ compatto.
Sostituendo questa relazione nei due membri dell’equazione si ha:

;%‘(t)ci = ;%(t)/o Yi(s) i;@j(s)cj' ds

da cui

n

Z%‘(t) /\ci—Z/O Yi(s)p;(s)dsc; | =0.

=1

Poniamo quindi
1
aij:/ Yi(s)p;(s) ds,
0

e sia A= (a;j)ij=1,.n la matrice formata da tali coefficienti. Per I'indipendenza degli ¢; si ottiene

n
)‘Ci - E aijcj = O,
j=1
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che si puo scrivere anche come (Ad — A)c = 0. Cio vale solo se A ¢ autovalore di A. Gli autovalori di T" sono
quindi gli autovalori di A. Posto

1
fi= /0 F(5)gi(s) ds,

I’equazione non omogenea Au — Tu = f si riduce a:

n
/\Ci — Zaijcj = fz
j=1
Se A # 0 non & un autovalore, si ha:
1 fi
L= -7
Cn In
Si ha poi

u(t) =

> =

(Z ot)cs + f(t)> |

Nel nostro caso, si ha n = 2, ¢1(t) = t, pa(t) = 1 ed essi sono linearmente indipendenti. Inoltre 1 (s) = 1,
a(s) = s. Costruiamo quindi la matrice A:

fol sds fol ds 1/2 1
0152ds folsds 1/3 1/2

Possiamo calcolare gli autovalori come soluzioni dell’equazione A2 —Tr(A) A4Det(A) = 0, ossia A2—A—1/12 = 0,
le cui radici sono A\; = % (3 — 2\/5), Ay = % (3 + 2\/§)

Si ha
A—1/2 -1
(Md — A4) =
-1/3  A-—1/2
e la sua inversa ¢
A1 1
Nd — A)L = /\Z—Aiﬁ AN2—A—15 _ 12/\1223\1_2(;71 12,\271%2,\71
( —-A)7 = 4 A—1 = 4 1226
- I2X02—12A—1 12A2—121—1
ESTYCES L) WE R iy

Se A # 0, A1, Ao, si ha:

&1 _ _ —1 f 1
(62)—(/\Id A) <f2>'
Esplicitando:

Ca2—0f-12f 1 1 :
AT TN 1A -1 1222 _12h -1 <(12A - 6)/0 sf(s)ds + 12/0 f(s) ds)

_/1 (12\5 — 65+ 12) f(s) |
AT VT WL B
AR+ (122 6)f 1 1 ;
T TN 1A —1 12 —12a—1 4/0 sf(s)ds + (122 6)/0 f(s)ds

_/1 (4s+12A—6)f(s)d
I AET) Iy W R
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La soluzione ¢

1
u(t) = by (ter +ca+ f(1))
1 (1205 — 65+ 12) f(s) Y (4s + 12X — 6) f(s)
=—|t d d t
) < /O 1202 — 120 — 1 s+/0 2212 -1 @0
1/ [ (12X st — 6st + 12t + 4s + 12X\ — 6) f(s)
= t
A(/O 12)2 — 12\ — 1 ds+J(t)
Esercizio 44. Sia T : L?(0,1) — L?(0, 1) Poperatore definito da:
1
Tf(t) = / k(t,s)f(s)ds, k(t,s) = min{t, s}.
0
Si provi che L?(0,1) ha una base costituita da autofunzioni di T. Considerando 1'operatore Af = —f definito

suDy={fe€H?*0,1): f(0) = f'(1) = 0}, si trovi una tale base.

Swvolgimento. Si ha banalmente che k(t,s) € L?([0,1] x [0, 1],R), inoltre k(t, s) = k(s,t) pertanto 'operatore T
& compatto e autoaggiunto (per la compattezza, si ricordi che ’operatore pud essere approssimato con operatori
di rango finito, ottenuti dall’approssimazione in serie di Fourier del nucleo). Consideriamo I'equazione Af =0
definita su D 4. Si ha che essa ha soluzione generale f(t) = ¢ + cat e sostituendo le condizioni f(0) = f'(1) =0
si ha che A & iniettivo su D 4. Risolviamo ’equazione Af = g con le condizioni al contorno. Si ha —f"(t) = g(¢)

quindi ) L
f’(t)Z/t g(s)ds, f(t)z/0 /L g(s) ds da.

t=x

£(1) :/Ot /:g(s) ds dz = [t/tlg(s) ds]t_o +/:tg(t) dt:/: 2g(s) ds—&-/jtg(t)dt

= /01 tg(t) dt + /: zg(t) dt = /01 k(a,t)g(t) dt.

Quindi T" e V'inverso di A. Gli autovalori di T" sono i reciproci degli autovalori di A, e le autofunzioni sono le
stesse. Gli autovalori di A sono le soluzioni di —f"(t) = Af(t) soggette alle condizioni f(0) = f/(1) = 0. Le
soluzioni di f”(t) + Af(t) = 0 sono

Riscriviamo:

(1) se A < 0, si ha c;eVIMNE 4 epe=VIMNE Sostituendo le condizioni al contorno si ottiene ¢; = —cy e
e ( |)\|e\/W + |)\|em) =0 da cui ¢; = ¢3 = 0 non accettabile.
(2) se A=0, si ha ¢; = ¢3 = 0, non accettabile.
(3) se A > 0, si ha ¢; cos(VAt) + cosin(v/At). Sostituendo le condizioni al contorno si ha ¢; = 0 da cui
ca sin(v/At), derivando e valutando in 1 si ha cav/Acos(v/A) = 0, quindi A\ = (7/2 + nn)?, n € Z.
Le autofunzioni sono quindi:
fn = ensin((7/2 + nm)x),
Determiniamo ¢ per ottenere una base ortonormale:

/0 sin?((7/2 + nm)z) dz = %

quindi ¢, = V2.

11. ESERCITAZIONE DEL 19 GENNAIO 2010 (2 ORE): PROBLEMI DI STURM-LIOUVILLE. SPAZI DI SOBOLEV.

Esercizio 45. Si consideri I’equazione di Bessel di ordine «:

2%y (x) + xy' (2) + (2° — a®)y(z) = 0,

al variare di a € R. Si scriva I’equazione in forma di Sturm-Liouville e si determini esplicitamente una soluzione
in forma di serie.
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Svolgimento. Dividiamo I’equazione data per z ottenendo:

1
vy’ (z) +y'(2) + 2y() = o® —y(2),
che puo essere riscritta come:

(o () + ay(a) = 0~ y(),

ritrovando cosi la forma canonica del problema di Sturm-Liouville.
Consideriamo I’equazione omogenea (caso oo = 0)

@/ @) + yl) =0,

dividendo per 22 ’equazione data si ha:

(@) + 1 () +y(a) = 0.

Per trovare una soluzione di questa equazione (in forma di serie) procediamo con un metodo noto come metodo
di Frobenius. Cerchiamo una soluzione nella forma

o0 oo
y(x) = 2 Z anx’ = Z anx"tA.
n=0

n=0

con A, a, costanti da determinarsi. Sostituendo nell’equazione si ottiene:

Z an(n+X)(n+X—1)z" "2 4 Z an(n 4 N)z" 72 ¢ Z anz" N =0,
n=0 n=0 n=0

da cui
o0 oo
Z an(n + X2zt =2 ¢ Z a2zt =0,
n=0 n=0

e raccogliendo:

z* <Z an(n 4+ X222 + Z apx” = O) .
n=0 n=0

Per n = 0,1 si ottiene agA\? =0 e a;(1 + \)? =0, da cui A = 0 e a; = 0. Per n > 2 si ottiene na,, = —a, _».
Questo implica che agr+1 = 0 per ogni k € N, mentre, si ha per k > 1:
—1 (—1)F

Aok = —502(k—1) = ——500-
Pertanto una soluzione in forma di serie corrispondente ad o = 0 ¢ data da (si ricordi che 0! = 1)

oo _1)k ) o —1)k 2k
y(a) =ao ) 4(z€(k?)zf F=a0) ((k!)>2 (5) ’
k=0

k=0

La serie che compare prende il nome di funzione di Bessel di primo tipo di ordine 0 e si indica con Jy(x).
Dividendo per x? I’equazione data nel caso « # 0 si ha:
2

y"' (@) + éy’(x) + (1 —~ 32) y(z) = 0.

Per trovare una soluzione di questa equazione (in forma di serie) procediamo con un metodo noto come metodo
di Frobenius. Tape metodo si applica ad equazioni y” + P(x)y’ + Q(z)y = 0 dove una tra P e @) presenta una
singolarita in 0, ma zP(z) e z2Q(x) sono funzioni analitiche. Cerchiamo una soluzione nella forma

o0 o0
y(x) = 2 E anpx’ = g anx"tA.
n=0 n=0

con A, a, costanti da determinarsi. Sostituendo nell’equazione si ottiene:

o oo (o] o
D an(n+ N+ A= Da™ 24y Tan(n+ 02" 4 Y ana™ —a? Yy ana™ 2 =0,
n=0

n=0 n=0 n=0
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da cui
o0 oo
Z(an(n + 20?2 — )zt 2 4 Z anz" ™ =0,
n=0 n=0

e raccogliendo:

o0 o0
z (Z(an(n + 20?2 — )"+ Z anx" = 0> .
n=0 n=0
Per n = 0,1 si ottiene
agA—a)A+a)=0
a(l+A+a)l1+A—a)=0.

Scegliamo la soluzione A = a > 0. Si ottiene allora a; = 0. Per n > 2 si ha:

1
tn = ~n(n+2a) n=2;
e questo implica asiy1 = 0 per k € N. Per quanto riguarda gli altri valori, si ottiene per k£ > 1:
-1 (—1)F
T k)Y T Bkt a) (@t D)
Pertanto una soluzione in forma di serie corrispondente ad « # 0 & data da (si ricordi che 0! = 1)

. ad (—1)* 2%
y((E)—a()x 1+kz::14kk'(k+a) ..... (a—}—l)x

Tale funzione, moltiplicata per una costante opportuna' prende il nome di funzione di Bessel di primo tipo di
ordine o e si indica con Ju ().

Esercizio 46. Si consideri in L?(0, ) 'operatore di Sturm-Liouville A : D4 C L? — L? definito da Au = —u”
dove
Da = {ue H?0,7): u(0) + v (0) =0, u(r) + u'(7) = 0}.
(1) Si determinino gli autovalori di A;
(2) Si determini la funzione di Green k(t, s) dell’operatore;
(3) Si determini lo spettro di

Tf(t) = / k(t,s)f(s)ds,
0
e si scriva T in forma diagonale.

Svolgimento. Per determinare gli autovalori ¢ necessario trovare soluzioni non nulle dell’equazione Au = Au
con le condizioni al contorno assegnate. La soluzione dell’equazione generale porge

(:1625\/W + 026*’5\/W se A <0, c1y/ | \e! M e Ae™" Il se A <0,
U(f) =4 +cot se A = 0, 'U//(t) =4 C2 se A= 0,
c1cos(tvV ) + casin(tv/A)  se A > 0. VA(=cy sin(tvVA) + ez cos(tV/A))  se A > 0.

In particolare si ottiene:

1+ e+ avIA — VA =al+IA]) el = V/IA) se A<,

u(0) +u'(0) =  e1 + c2 se A =0,
e+ VA se A > 0.
e
0167r\m + 026_”\m + 1/ [N e™ VI — ¢, \)\|6_”\m se A <0,
u(m) + 4/ (T) = e1 + cam + 2 se A =0,

c1cos(mvVA) + casin(mv/A) + VA(—c sin(mv/A) + cp cos(mv/A))  se A > 0.

Riscrivendo, si ottengono i seguenti sistemi:

Ha cui definizione esula dallo scopo della presente trattazione



(1)

(2)
(3)
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14+ +/|A 1—+/|A
Se A < 0 si ha +VIA X Al 3 ( ‘1l ) = 0; e poiché il determinante della
(4 VRNV (1= e VR ) e
matrice € non nullo, I'unica soluzione del sistema ¢ la soluzione nulla ¢; = ¢ = 0, non accettabile.
SeA=0sihaci+ca=0¢ec;+co+mex =0dacui ca =c; =0, non accettabile.

Se A >0 si ha

( cos(mv/X) —{/Xsin(ﬁ\/X) sin(mv/\) N gcos(ﬁﬁ) > ( 2 ) B

1l determinante di questa matrice & (1 + A)sin(7v/A) e tale determinante & nullo per A = n?, n € N.
In tal caso si ottiene ¢; = ncs e scriveremo ¢, al posto della costante cs. Pertanto gli autovalori di
A sono n? e le corrispondenti autofunzioni sono u,(x) = c,(n cos(nt) + sin(nt)). Per avere una base
ortonormale di autofunzioni, ¢ necessario che ||u, ||z = 1, quindi

1= ci/ (ncos(nt) 4 sin(nt))* dt = ci/ (n? cos?(nt) + sin?(nt) + 2n cos(nt) sin(nt)) dt
0 0
2/ 2 m " 2/, 2 m
=c.(n"+ 1)§ + n/ sin(2nt)) dt = ¢ (n” + 1)5
0
Nel calcolo si ¢ utilizzato che:
- Tintegrale tra 0 e 7 di cos® nt & uguale a quello di sin® nt per periodicita,

- tali integrali sono la meta di quello tra 0 e 27 delle medesime funzioni per parita,
- lintegrale tra 0 e 7 di sin(2nz) € nullo per periodicita.

_ V/2(n cos(nt)+sin(nt))

- \/7r(n2+1) )

Per determinare la funzione di Green dobbiamo risolvere I’equazione Au = g. L’operatore A & iniettivo
(0 non & autovalore), pertanto & possibile scegliere una soluzione wu; tale che Au; = 0 e uy(0)+u;(0) =0
e una soluzione vy tale che Avy = 0 e vy (7) + v} (7) = 0 in modo che u; e vy siano indipendenti. Nel

Pertanto una base ortonormale di autofunzioni ¢ data da wu,(z)

nostro caso si ha Aa = 0 se e solo se 4(t) = ¢ + cot, pertanto possiamo scegliere uq(t) = 1 — ¢
e v1(t) = 1+ 7 —t. Tali soluzioni sono indipendenti. Applichiamo il metodo della variazione delle
costanti: cerchiamo soluzioni di Au = g, ovvero di v” = —g nella forma f(z) = ¢1(x)u(x) +ca(x)v1 (),

si ottiene il sistema:
up vy o\ 0
up vy &)\ —g
(l—t 1+7r—t>(c’1>_<0>
-1 -1 ch —g

Sviluppando il sistema, si ottiene ¢4 = —(1 —t)g/m e ¢} = —(t — 7 — 1)g/w. Risolviamo prendendo una
primitiva nulla in 7 per ¢; e nulla in 0 per cs:

da cui

cr(z) = — /-Tr —Eg(t) dt, co(z) = /090 —ig(t) dt,

™ s

quindi la soluzione e

Fz) = /Ox S e dt - /W T (@) dt

T ™
Poniamo
l(t77r71)(1fs), se 0 <s<t,
k(t,s) = "
%(S*T(*l)(l*t), set<s<m,

in modo da poter scrivere la soluzione:

0= [ ke 5)900) ds.
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k & la funzione di Green cercata. Gli autovalori di T' sono ju,, = 1/n?, ovvero i reciproci di quelli di A,
le autofunzioni sono le stesse. T & compatto e autoaggiunto e si ha:

Tf= Z f7 Un U -

Esercizio 47. Sia f : R — R una funzione localmente sommabile su R e tale che:

ly — =
(1) Provare che esiste una successione h,, — 07 tale che

lml/lﬂw+%g—ﬂ@“mza

n—oo

(2) Dedurre che f & una funzione costante quasi ovunque.
[Suggerimento: si consideri la convoluzione %ph * f dove pj, & la funzione caratteristica di [—h, 0], h > 0.]

Svolgimento. Posto y = x + h, si ha che

|f(z+h) — f(z)]
o3 € L'(R x R).
Sia € > 0 e supponiamo che esista § > 0 dove si abbia
h) —
/ |flz+ f)z f(z)|d1:25, per q.o. 0 <h <4

Allora si ottiene:

/R/R|f($+}2)2f($)|dxdh2/06f1l.</R f(x+h})Lf(x)|dx> dh25/062dz+oo_

Questo fatto contraddice I'ipotesi su f, quindi per ogni € > 0 esiste d = d. > 0 e hs €]0, ][ tale che
[Mesho s
R hs

Posto € = 1/n, 6, = 61/, € hy, = hs,, si ha quanto richiesto.

Si osserva che:
ph*f / flx—1) / f(x —hs)ds — f(x).
h [~h.0]

/R@ph*f)u D)o — - [ fla)e

per convergenza dominata. Si ha allora per ogni ¢ € C1(R)

[ oty Hot I =IO 1) | [ . ( [t 101 g,

ho,

Da cio si deduce che:

x| <

D’altra parte:

[ oty DI g L ([ oty s+ [ ot say)
:/¢@*ﬁ*”@ﬂwwa—/¢@ﬂw@
R n R

5/¢ww@My=a
R

quindi la derivata debole di f & nulla. Ma allora f(z) = ¢ q.o.

Per I'unicita del limite si ha:

Esercizio 48. Sia N > 2, f € C*(]0, +o0|) e poniamo u(z) = f(|x|) per ogni z € RV.
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(1) Si trovino condizioni necessarie e sufficienti per f affinche u € WP(R"), 1 < p < oo.
(2) Sia a > 0. Si provi che per r > 0 si ha:

(r2 f2(r)) < [ f ()T + @ f ()2 = e ((F/ () + L2 ()] + a7 2 () = ala = 1)r*e 72 f2(r),

(3) Si provi che per ogni N >3, N € N e per ogni r > N — 1 si ha

) <2 [T + 0
0

(4) Si provi che per ogni r > 1,

+oo
() <2 / H(F ) + F2(8) d
(5) Si provi che se u € WH2(RY), N > 2 allora

C(N)
lu(z)| < WHUHWLZ(RN)

per ogni x € RY con |z| > N — 1.

Svolgimento.

(1) Per x # 0, derivando si ottiene u'(z) = f'(|z|) - x/|z|, e quindi |u/(z)| = | f'(Jz|)| g.0. Si ricava allora:

[ v = [ 1P =oy [ 50

+oo
v/ (2)|P dz = /RN |f'(|z])|P do = wN/O | ()P~ dr,

dove wy, & la misura N — 1-dimensionale della superficie di SV, quindi una costante che dipende solo
da N.

(2) Si ha:

(PP = G010 = 20 F0) - (£ < 021002 + (50 0))
= 12 20 + () + ar T S )2 = 120 4 0 + PR 4 2ar ) £ )

=2 [f2(r) + (f (M) + alar®* =2 f2(r) + 271 (F2(r)))

=2 [f2(r) + (f' (r))*] + ad%(rz“’lfQ(T)) —a(a—1)r* 72 f3(r).

(3) poniamo 2a =N —1, N > 3. Si ha:
N-tg2y_ [ 4 N
e = [ e o)

" _ N-1d N—-1N-3
<[ ( 1[f2<t>+<f<>>1+7@<tfv 2£2(0) - gt AN ) a

= [ oo woras [ A (G o) - T e ) a
0 2
Consideriamo il secondo addendo:
/OrN2_1 (C;lt(tN_QfQ( )) N2 3tN 3f2( )) dt:N_l,rN—QfQ(r)_(N_l)(N_S) /OTtN—BfQ(t)dt

2 4

< ¥TN72J02(T) <

RN

| —

perché N — 1 < r. Si ha percio

R0 < [COTIRO + 0P e+ ),
0
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da cui la tesi.
(4) Se ltim _&nf tf%(t) # 0 allora la disuguaglianza & vera. Supponiamo quindi ltim Jinf tf%(t) = 0. Poniamo

2a = 1 e osserviamo che per r > 1:

L) < AP+ O+ 720+ 1)
<[P0+ (P + %dif<>+ 0
= (P20 + (PO + o (0.

Quindi:
‘%(rﬁ(r)) <r[f20) + (F' ()7

Integrando tra r e M > r si ha:

M
rf2(r) — Mf2(M) < 2 / L) + (F(1)?) dt

da cui la tesi passando al liminf per M — +o0.
(5) Si osservi che:

+oo
T S—— / U + (F(0)?) dr.
Se N > 3 dal punto (3) si ha la stima
“+oo
PN < 2 / U 0)? + L) dt = —ul
0 wN

che permette di concludere osservando che r = |z| e che f2(r) = |u(z)|?.
Se invece N = 2 dal punto (4) si ottiene

2 too / 2 2
rf3(r) <2 / H(F () + £2() de
0

che permette di concludere esattamente in modo analogo al caso precedente.

12. ESERCITAZIONE DEL 22 GENNAIO 2010 (2 ORE): CENNI SULLE DISTRIBUZIONI.

Definizione 16. Ricordiamo che f € L] _(R) se e solo se per ogni K compatto di R si ha fyx € L'(R). In
questa sezione porremo H(z) = Xjo,+oo[(®) se  # 0, H(0) = 1/2 (funzione a scalino di Heavyside). Si ha
H € L{ (R). La distribuzione ¢ := H’, derivata prima nel senso delle distribuzioni di H, & la delta di Dirac
con massa in 0. Si ha

+oo
(0.0) = (H', ) = —(H, ) = — / & () d = (0),

per ogni ¢ € C(R) (si ricordi che ¢ & nulla fuori da un compatto).

Sea €R, f e L _(R) poniamo 7, f(z) = f(x — a) (traslazione di f). Questo permette di definire la traslazione
di una distribuzione T' € D’ ponendo (7,T, f) = (T, 7_of). Per abuso di notazione, scriveremo spesso T'(t — a)
invece di 7,7 anche se T € D'\ J(Lj ,(R)) (si veda esercizio seguente). Scriveremo talvolta anche §(,) per
indicare §(t — a).

Definizione 17 (supporto). Sia T' € D', Q C R un aperto. Diremo che T'= 0 in Q se (T, ) = 0 per ogni
v € CP(R) tale che p(z) = 0se x ¢ Q. Se {Q\}aeca & collezione di aperti tale che T'= 0 in Q) per ogni A € A,
si prova che T'=0 su U Q. Pertanto, posto

AEA

Q:U{QQR: Q) aperto e T =0 in Q},
si ha che Q @ il pitt grande aperto dove T' & nulla. Per definizione il supporto di T & supp(T) = R\ Q.

Esercizio 49. Si provi che:
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loc

(1) se f € L{ (R) allora la posizione (T, p) := / f(z)p(z) dx per ogni ¢ € C°(R) definisce una distri-
R

1

be(R) ad un sottospazio di D’ mediante la mappa

buzione Ty € D', il che permette di identificare L
J: Ll (R) — D' data da J(f) = T};

(2) 6 € D'\ J(Lj(R));
(3) T € D' ¢ tale per cui tT =0 se e solo se T = ¢, ¢ € R.

Svolgimento.

(1) Sia ¢ € C*(R). L’applicazione ¢ — / f(z)p(z) dx & certamente lineare. Proviamo che € una distri-

R
buzione: sia K compatto di R e {uytnen € C°(R) una successione di funzioni nulle al di fuori di K e
che tendano a 0 uniformemente in K assieme a tutte le loro derivate. Si ha:

tim [ f@)en(@yde = lin [ fa)en@yde= [ 1) lim o) do =0,

n—oo n—oo

dove si & potuto applicare il Teorema della convergenza Dominata in quanto per n sufficientemente

grande si ha ||, |l < 1 e quindi Pintegranda in modulo ¢ maggiorata dalla funzione xx|f| € L(R).

(2) Supponiamo per assurdo che esista f € L _(R) tale che Ty = §. Si ha che H ¢ derivabile quasi ovunque
con derivata classica 0, quindi f = 0 in L', ma in generale (6, ¢) # 0 non appena ¢(0) # 0.

(3) 11 fatto che t(cd) = 0 per ogni ¢ € R & ovvio: (tcd, ) = (d,tep) = 0- cp(0) = 0 per ogni ¢ € CZ(R).
Proviamo il viceversa. Supponiamo che tT' = 0. Sia ¢ € C°(R). Si ha:

() = (0) + / o/ (2)dz = p(0) + 1 / (@) = p0) + ¢ / o/ (st) ds

t

Se ¢ € C°(R) tale che ¢(x) =1 in un intorno di supp(y) U {0}, si ottiene ¢ = ¢¢, quindi:
1
(T.6) = OT.6) + (Tt [ &/ (st)ds).
0

L’ultimo addendo ¢ nullo, perché esso & (tT,w) con w = (bfol ¢ (st)ds € C(R) e per ipotesi tT = 0.
Rimane da provare che se ¢1 e ¢ sono due funzioni tali che ¢ (z) = ¢o(x) in un intorno di supp(¢)U{0}
allora (T, ¢1) = (T, ¢2) =: ¢, con ¢ € R che dipende solo da T'. Per linearita, si deve avere (T, ¢1 —da) =
0. Per concludere ¢ sufficiente provare che se ® & nulla in un intorno di 0, allora (T, ®) = 0. Definiamo
la seguente funzione v(t) = ®(t)/t se t € supp(®), v(t) = 0 se t ¢ supp(®). Tale funzione & C°(R) e si
ha tv = ®, da cui (T, ®) = (T, tv) = (tT,v) = 0 come voluto.

Osservazione 4. Se T =Ty con f € CY allora supp(Ty) = supp(f) = {z : f(z) # 0}.

Esercizio 50. Sia T la distribuzione associata alla funzione f € L] (R) definita da f(z) = log|z|. Si provi
che:
e Ty — T (@)
(1) vale la seguente rappresentazione: (I, p) = lim —dx.
=0T JR\[-ee]
(2) sia SeD. AlloratS =1seesolose S=cd+T', ceR.

La distribuzione T” prende il nome di valor principale di 1/x e si indica con v.p.(1/z).
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Svolgimento. (1) Sia ¢ € C>(R). Si ha ovviamente che = — ¢log|z| appartiene ad L', quindi:

(1) = ~(1¢") = = [ toglalg'(a) o = = [ toglale'(o) ( tim xe e 0)) do

= — lim / log |z|¢' (2) xR\ [—e,e (¥) dz = — lim log |z|¢’ () dx
e—0t JRr ’ e—0t |z|>e
—& +oo
= lim (—[log lz|o(z)] 25, +/ #(@) dx — [log |z|p(x)]F> +/ @) dx)
e—0t oo X c xT
+o0 _ _ +o0 _ _
= lim log(e)(p(e) — p(—2)) + / olo) —plza) x‘o( ?) 4 i o) — (=) ;"( *) g
= lim #(2) dx.
e—0t R\[—¢,¢] T
e I'ultimo termine ammette limite finito se ¢ — 07. Si & usato che:
| log(e)(o(e) — ¢(—¢))| < 2Le[loge| — OF
in quanto ¢ e regolare, quindi Lipschitziana in [—1,1].
Proviamo che tv.p.(1/t) = 1, si ha:
. o(x
(v.0.(1/8), ) = (0.p.(1/), t¢) = Tim 2D g~ [ oty in = (1,90
e—0*t R\[—¢,e] x R

Si ha quindi tS =1 = ¢v.p.(1/¢), quindi ¢(S — v.p.(1/t)) = 0. Cio & vero se e solo se S — v.p.(1/t) = ¢é da cui
la tesi.

Esercizio 51. Sia 7 > 0 e poniamo w = 2« /7. Il nucleo di Dirichlet di ordine m e periodo T ¢ definito da:
m

m
D, (wt) = Z et Si provi che nel senso delle distribuzioni D,, — 7LL, dove LLl, = lim Z O(kr)
k=—m meee k=—m
¢ la distribuzione nota come pettine di Dirac di passo 7. Il risultato si esprime nella formula sommatoria di
Poisson:

—+oo —+o0
E ikwt E
& =T 6(’67’)
k=—o0 k=—o0

Svolgimento. Sia ¢ € C°(R) e supponiamo che N > 0 sia tale per cui p(z) =0 se |z| > N7+ 7/2.

Nr+71/2 N krt+4+7/2
[ Dutetretvyae = | Daletip®ydt= 3 [ Du(ta(t)
R —(N7+471/2) kN S RT—T/2

Proviamo che per ogni —N < k < N vale:

kt+7/2
lim D(wt)p(t) dt = To(kT).

m—00 kt—7/2

Poniamo 9 (t) = ¢(t + k7) e ricordiamo che D,,(w(x 4+ k7)) = D,,(wz) per la periodicita di D,,:

kr+T/2 kT+7/2 /2 m /2
/ + Do (wt)p(t) dt = / * Dy (wt)(t — k7) dt = Dyy(wa)tp(z)de = 3 / D(@)eF T dy
k =

T—7/2 kT—7/2 —7/2 ke—m Y —T/2
m /2 . de m _
3 [ e e 5 e,
k=—m""T 2 k=—m

dove vfz ¢ la funzione ottenuta troncando 1 tra | — 7/2, 7/2[ e prolungando per 7-periodicita il troncato a tutto
R, e ¢ sono i coefficienti di Fourier di @Z La funzione 1[) ¢ C! a tratti e continua in 0 (perché v era continua
in 0), pertanto la serie converge a ¥ (0) = (k7).
Questo conclude la dimostrazione, infatti si ottiene

N +o00o

lim <Dm7<p> = Z T@(kT) :T< Z 5(krfr)7§0> :T<|—|—|7790>7

m—00
=—N k=—o0
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ricordando che per |k| > N si ha ¢(k7) = 0.
Esercizio 52. Si calcolino le seguenti distribuzioni:

d
a.) %fa,ba con fop(x) = H(x)log|ax| + H(—z)log|bz|, a > 0, b > 0;

b.) etd”;
¢) S () ~ H(t = 2)( ~t ~2)]:
d.) 1_#3(2“) S 6 - k).
kEZ
Svolgimento.

a.) Poiché a,b > 0, si ha:
fap(z) = H(x)log(azx) + H(—x)log(—bx) = H(z)logz + H(x)loga + H(—z)log(—z) + H(—x)logb.

Derivando, si ottiene per ogni ¢ € C°(R):
i) == [ fos@)¢' (@) do
R
+oo +oo 0 0
= —/ log x¢'(x) dx — loga/ o' (z)dx — / log(—z)¢'(z) — logb/ ' (z)dz
0 0 —00

“+o0o 0 -
= —/O log x¢'(x) dx + log ap(0) — / log(—z)¢'(z) — log bp(0)

_ /R log |z]¢' () dz + log(a/b)(0)

Pertanto si ha f; , = v.p.(1/z) + log(a/b)d.
b.) Data una ¢ € C°(R), si ha:

(5" 0) = (6, '9) = (5,0
) 3 9 dt2

= (0,0) +2(0,¢) + (3,¢") = (6 — 20" + 8", ).

d
(e'p)) = (4, £(6t<p +e'¢’)) = (6, e'p+ ety + el +e'y”)

Quindi la distribuzione richiesta ¢ etd” = § — 28" + §".
c.) La funzione (2 —t — 2) & di classe C*, pertanto si ha:

d [(H(t) = H(t = 2))(* —t = 2)] = (2t = )(H(t) — H(t = 2)) + (t* =t = 2)(6(t) - 6(t - 2))

dt
= (2t — 1)(H(t) — H(t — 2)) — 25(t)
%[(H(t) —H(t—2))(t* —t —2)] = 2(H(t) — H(t — 2)) + (2t — 1)(8(t) — 6(t — 2)) — 20'(t)

2
=2(H(t)— H(t—2)— () —do(t) — 36(t — 2).

d.) La funzione 1_“%(2“) ¢ di classe O™ se prolungata per continuita al valore 0 per t = 0 (si calcoli lo
sviluppo in serie di Taylor del coseno e lo si divida per t). Per ogni k € Z, ¢ € C°(R), si ha:

<1_‘3C;S(27T”5’(t — k),¢> = <6’(t — k), l_ccf(Qmso> - <6(t — k), % (l_cotsmmw(t)»
) <5(t . (_1 — cos(ent) 27Tsin(m)) o(t) + <1—CO:(2”)¢@))>,

t2 t
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dove le funzioni 176252(27”) Sin(?“t) sono prolungate per continuitd in ¢ = 0 con i valori 1/2 e 27

rispettivamente (e tali prolungamenti sono C'*°). Quindi per quanto riguarda il primo addendo si ha:
1-— 27t in(27t 1-— 27k in(27k
<5(t— B, <_ C(t):( t) +27Tsm(t7r )> g0> _ <_ C(]);( k) +27rsm(k7r )) (k).

e tale valore & nullo se k # 0, altrimenti per k = 0 & pari a (—1/2 + 472)p(0). Per quanto riguarda il
secondo, si ha invece:

<6(t k), 1-— cots(27rt) go'(t)> _ 1 —cos(27k) (k) = 0.

k
L S - by = (-5 + 47 000,

kEZ

In definitiva:

Esercizio 53. Per n € N, sia Z,,(t) := Xj2nr,2(n+1)x[ € Sia fn = L, () sint ovvero

fu(t) ==

sint  set €]2nm, 2(n+ 1)7]
0 altrimenti.

Si calcoli g, := f/ + fn.
Svolgimento. Poiché la distribuzione f,, & prodotto di una funzione C* e di una distribuzione Z,,(t) € L' C
D’'(R), & possibile applicare la formula di Leibnitz:
Il = costZ,(t) +sint(d(z — 2n7) — 6(z — 2(n + 1)) = costZ,(t),

giacché sin(2n7) = sin(2(n + 1)) = 0. Analogamente, si ha:

= —sintZ,(t) + cost(6§(2nw) — §(2(n + 1)7) = — f, + 6(2n7) — 6(2(n + 1)),
da cui g, = 6(2nmw) — 6(2(n + 1)m).
Esercizio 54. Studiare la convergenza (puntuale, in L*(R), in L*(R),in D’(R)) della successione di funzioni
definita da

Up(t) ==

n?sin(nt) set € -z,z[,
0 altrimenti.

Svolgimento. Si ha u,(0) = 0 per ogni n € N, pertanto lim, o, u,(0) = 0. Sia t # 0. Se n > «/|¢| si ha che
[t| > 7/n e pertanto per n > m/|¢| si ha u,(t) = 0 Quindi lim,,— u, () = 0. Si conclude che wu,, converge
puntualmente a 0.

Se la successione convergesse in L!(R) ad un limite f, dovrebbe ammettere una sottosuccessione convergente
puntualmente quasi ovunque a f. Tutte le sottosuccessioni convergono puntualmente alla funzione nulla,
pertanto se la successione converge in L' essa converge alla funzione nulla. Tuttavia si ha:

w/n T ™
/ [un (t) —0|dt:/ n?|sin(nt)| dt = / n|sins|ds:2n/ sinsds = 4n,
R —m/n - 0

che tende a +o00 se n — 400, quindi non si ha convergenza in L'.
Analogamente, se la successione convergesse in L? dovrebbe convergere alla funzione nulla, tuttavia:

T/n T
/ [, (t) — 0% dt = / n*|sin(nt)]? dt = / n3sin? sds = w3,
R —m/n -7

che tende a +o00 se n — 400, quindi non si ha convergenza in L2.
Per verificare se vi sia convergenza in D’(R), sia ¢ € C2°(R) e calcoliamo:

/Run(t)go(t) dt = /ﬂ/n n? sin(nt) p(t) dt = /7T nsinse(s/n)ds = /Tr ssin s pls/n) ds,

—m/n -7 —7 S/?’L

= /Tr ssinsst+/:ssinsi5(g ds

:/ ssinswds+mp(0)/7r sinsds:/7r ssinswds

o s/n s/n

3y

—T —T
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Passando al limite e utilizzando il Teorema della Convergenza Dominata, si ottiene:

lm [ wu,(t)p(t)dt = cp’(O)/ ssinsds = 24,0’(0)/ ssinsds = 2¢'(0) ([—s cos | —|—/ cossds)
0 0

n—oo Jp —r
=2m¢'(0) = (0, 2m¢’) = (=2md", ),
Quindi in D'(R) si ottiene u,, — —27¢’.
Esercizio 55. Calcolare i limiti nel senso delle distribuzioni:
(1) lim wuy, con uy, :=n(d6(t—1/n) —§(t+5/n));

n—-—4o0o

2) lim wu, con u, := ncos?(nt);
+
n—-—1+0oo

(3) lim wy, con u, :=n2té(2nt — 1) (Si presti attenzione al cambiamento di variabile nella §);

n—-+o0o
. n
(4) lim wu, con u, = -
n—-+oo nt +1
n |2
(5) lim w, con v, :=n"" -| 3
n—-4oo nt +1

(6) lim w, con wy, :=n(log(|t+ 1/n|) —log|t|).

n—-+o0o

Svolgimento.

(1) Sia ¢ € C°(R). Si ha:

_e(/n) —p(=5/n) _ o(1/n) —¢(0)  ¢(=5/n) —¢(0)
{un, ¢) = 1/n o 1/n +o —5/n

e pertanto il limite ¢ —64(t).
(2) 11 limite non esiste. Sia ¢ € C°(R), ¢ > 0, ¢ non identicamente nulla e poniamo

I, ::/Rncosz(nt)cp(t) dt.

Si ha che per il Lemma di Riemann-Lebesgue:

— 6¢'(0),

2nt 1 1 1

lim [ cos®(nt)p(t)dt = lim / cos(2nt) +1 p(t)dt == lim [ cos(2nt)e(t)dt+ = lim [ o(t)dt
n—oo [p n—oo Jp 2 n—oo Jp 2 n—oo R

1

= - t)dt
5 /R (1)
1
e quindi per n sufficientemente grande si ottiene I,, > g '3 / o(t) dt — +o0.
R

(3) Data ¢ € C°(R), ponendo s =2nt —1 et = (s+1)/2n si ha:

(n246(2nt ~ 1), 0) = (3(2nt — 1), n?tp(0)) = (5(s),m? Lo (8 ; 1) )

= iw, (s+1)p (S;nl)> = %w (2171) - i%’(O)-

Pertanto il limite richiesto ¢ 6/4.
(4) Sia ¢ € C°(R), ¢(t) =0 se |t| > R Poniamo € = 1/n:

= o t = - _—
/ t)dt = / /Rtgﬂw()dt 2/Rt2+82<p(t)dt+zs/kt2+g2
B i[log(t2+52)90(t)]f§ - %/log(t2+€2)g0’(t) dt+i/ ples)ds
R R

s2+1
1 . [ p(es)ds
=—= [ log(t? 2o (t) dt /7
2/Rog( +e7)¢'(t) N e

53
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Per quanto riguarda il primo addendo si ha:

1 2 2\ 1 _ 1 2 2 /
—§/Rlog(t +e%)p (t)dt——i/Rlog(t + %) — log(t?)¢' (t) dt — /10g|t|<p (t)dt

1 2
:ff/log 1+ cp'(t)dtf/log|t|g0'(t)dt
2 Jr 2 R

2 2
log (1 + t2> o' (t)

Poiché
3
< 5 max{|¢/ ()] - t €R} - X-p.r)(t)

che e integrabile, ¢ possibile passare al limite sotto il segno di integrale ottenendo:

. 1 2 2\, ./ __/ ! — i — l
Eliré{r 2/Rlog(t +e%)'(t) dt = Rlog|t\<p(t)dt_ dt10g|t|,90 = (VP

Nel secondo addendo, il passaggio al limite sotto il segno di integrale e giustificato perché la funzione
integranda @ limitata dalla funzione integrabile |¢||0/(1 + s2), si ottiene pertanto

. [ p(es)ds i
lim 147 = 1mp(0).

e—0t 82 +1

1
Dai due risultati si ottiene lim w, = v.p.— + 7.
x

n—-+4oo
(5) Si ha:
n 1
I n(B)p(t) dt = 1 t)dt = lim | ————o(t)dt = li — d
Jim | on(®)e(?) nﬁ;/|m4wpw namﬂQﬁﬁ+4@<> [ Ty ele/m)ds

Too ds
- [ dim eleimds = o0) [ 15 = wel0)

Il passaggio del limite sotto al segno di integrale e giustificato dal fatto che I'integranda & limitata dalla
funzione integrabile max{|p(z)| : z € R}(1 + s?)~!. Quindi limv,, = 4.
(6) Sia ¢ € C°(R), supp(p) C [-R, R]. Posto € = 1/n si ha:
log |t + ¢| — log |t
I e e L

9

Calcoliamo ora per § > ¢ :
/]Rlog [t + el p(t)dt = /Rlog [t| p(t —¢)dt
Quindi:
/an(t)go(t) dt = /R log|t + el ~log ] 4y g /+OO log 1 L= L=

€ —o0

Non ci sono problemi nel passare al limite per ¢ — 07 (perché log|t| ¢ integrabile e il rapporto
incrementale ¢ maggiorato da 2max{|p(t)| : t € R}) Si ottiene:

d
[ wattrettyde — ~ [ tog el (0t = (5 logltl ) = (v:p1 /. )
R R
e il limite richiesto & v.p.1/x.
Esercizio 56. Calcolare il limite nel senso delle distribuzioni delle successioni di funzioni:

U (t) — 1/t se |t| > 1/n v = X[l/?n,l/n](t)
o se [t| <1/n " t ’

al tendere di n a +0o. Dedurne il limite della successione:

) 1/t set<—1/not>1/2n
Wy (t) =
0 se —1/n<t<1/n
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Svolgimento. Data ¢ € C°(R) con supp(y) C [—R, R], si ha:

_ [T et) ()

/Run(t)go(t)dt—/_OC tdt+/1/n Tdt
[TV e) () T p(0) T p(0)
_/_OQ tdt+/1/n dt—/l/" tdt+/1/n T dt

t
—1/n +o0 +00 -1/n
:/ i)dw/ ﬂdt—/ —(O)dt—/ #(0) 45
—00 t 1/n t 1/n 13 —00 s

R\[~1/n,1/n] 3

Passando al limite, si ottiene w,, — v.p.1/t in D'(R).
Per quanto riguarda v, si ha posto t = s/n, dt = ds/n :

/Rvn(t)w(t)dtz/l/n@ff)dt:/ll ‘p(s/”)dsz/ll £ls/m) 4

1/2n /2 s/n n /2 s
Il passaggio al limite sotto il segno di integrale e lecito perché l'integranda e limitata, si ottiene quindi:

| I R 7 N L U B
Jim [ et i = | ol P s = (0 / 4o = llog 1~ Lon(1/2))2(0) = log2- (0.

Si ottiene percio v, — log2 - 4(t) in D'(R).
Osserviamo che w,, = v, + uy, il limite della somma & la somma dei limiti e quindi vale v.p.1/t 4+ log2 - 6(¢).

Esercizio 57. Calcolare la distribuzione T =: tlog(t?) x 8"/ (t — 1)« H(t + 1).

Svolgimento. Si ha:
T =tlog(t?) * 6" (t — 1)+ H(t + 1) = tlog(t?) x 8" (t — 1) x 6(t — 1) = tlog(t?) x 6" (t — 1) * 5(t + 1)

= (2tv.p.% +2log |t|) * 6'(t —2) =2(1 + log [t|) * 6'(t — 1) * 6(t + 1)

1 1 1
= 2v.p.¥ ¥t —1)*xd(t+1)= VP ¥ §= Py

13. APPENDICE: RICHIAMI DI TOPOLOGIA

Definizione 18. Siano a,b € R, a < b. Definiamo i seguenti insiemi:
Vintervallo aperto Ja,b:={zx € R: a < z < b};

Vintervallo chiuso [a,b] :={zx € R: a <z <b};

Vintervallo Ja,b] :=={x € R: a < z < b};

Vintervallo [a,b[:= {x € R: a <z < b};

Vintervallo degenere chiuso [a,a] := {a};

Vintervallo degenere aperto |a, a[:= 0;

la semiretta aperta illimitata superiormente ]a,+oo[:={z € R: = > a};

—_
~—

=~~~ o~~~
O © 0~ O U W
S N N e e e e N

la semiretta aperta illimitata inferiormente | — 0o, al:={zx € R: = < a};
la semiretta chiusa illimitata superiormente [a,+oo[:={x € R: z > a};
( la semiretta chiusa illimitata inferiormente | — 0o, a] := {x € R: & < a};
(11) la retta | — o0, +o0[:= R;
Chiameremo intervalli aperti® di R gli insiemi del tipo ]a, b[, |a, +oc[, | — 00, a e i due insiemi @ e R.

Definizione 19. Sia A C R un sottoinsieme di R. Diremo che tale sottoinsieme ¢ aperto se si puo scrivere
come unione finita o infinita di intervalli aperti. Un sottoinsieme B C R si dice chiuso se il suo complementare
R\ B & aperto. L’insieme

7:={ACR: A ¢ aperto di R}

prende il nome di topologia usuale di R.

2Si noti che talvolta gli intervalli aperti in letteratura vengono indicati con (a, b), oppure con (a, +00). Il contesto ¢ fondamentale
per capire se con la scrittura (a,b) si intenda l'intervallo reale ]a, b[ oppure il punto (a,b) € R2.
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Esercizio 58. Si provino i seguenti asserti basandosi sulle definizioni date:

(1) A ¢ aperto se e solo se A concide con 'unione degli intervalli aperti contenuti in A;
(2) A & aperto se e solo se il suo complementare & chiuso;

(3) ogni intervallo chiuso & un chiuso di R;

(4) 0 e R sono sia chiusi che aperti;

(5) Q non & né chiuso né aperto in R;

(6) Z & chiuso in R.

Definizione 20. Sia 7 > 0, a € R e definiamo i seguenti insiemi:

(1) la palla aperta di raggio r centrata in a:
B(a,rf={z€R: |z —a|<r}=la—r,a+7[;
(2) la palla chiusa di raggio r centrata in a:
B(a,r]:=={xeR: |z —a|<r}=[a—r,a+T7]
A volte la palla aperta & indicata con B(a,r)
Definizione 21. Un sottoinsieme E C R si dice limitato se esiste R > 0 tale che E C B(0, R].
Teorema 2. Un sottoinsieme A di R é aperto se e solo se per ogni a € A esiste §, > 0 tale che B(a,d,[C A
Dimostrazione. Esercizio facile. ]
Diamo ora un quadro delle proprieta dei sottoinsiemi aperti:

Teorema 3. Gli aperti di R soddisfano le sequenti proprieta:
(1) 0 e R sono aperti;
(2) wunioni arbitrarie di aperti sono aperte: se {Ax}rea € una famiglia finita o infinita di aperti di R, allora
A= U Ay ¢ aperto di R;
AEA
(3) intersezioni finite di aperti sono aperte: se Ai,..., A, € una famiglia finita di aperti di R, allora
A=A,N..NA, éaperto.

Dimostrazione. Esercizio. (]
Passando ai complementari si ottengono le proprieta dei sottoinsiemi chiusi:

Teorema 4. I chiusi di R soddisfano le sequenti proprieta:

(1) 0 e R sono chiusi;
(2) intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse: se {Cx}aea € una famiglia finita o infinita di chiusi di R,
allora C := ﬂ Cy e chiuso di R;
AEA
(3) wnioni finite di chiusi sono chiuse: se C1,...,Cp € una famiglia finita di chiusi di R, allora C =
CiU...uUC,, é chiuso.

Dimostrazione. Esercizio. O

Esercizio 59. Si provino i seguenti asserti:
(1) ogni sottoinsieme finito & chiuso;
(2) in generale, intersezioni di una famiglia infinita di aperti non sono aperte (sugg. si consideri {4, =
B(0,1/n[}nen);
(3) in generale, unioni di una famiglia infinita di chiusi non sono chiuse (sugg. si consideri {4,, = B(0,1 —

1/n]}nen).

Definizione 22. Sia x € R, V C R. Diremo che V' & intorno di = se esiste A aperto di R tale che x € A e
A C V. Ricordando le proprieta degli aperti, si ha che ogni intorno di = contiene z, se V ¢ intornodi x e VC U
allora U ¢ intorno di x, ogni intersezione di una famiglia finita di intorni di x € intorno di . A volte 'insieme
di tutti gli intorni di x viene chiamato filtro degli intorni di x. La nozione di intorno formalizza la nozione di
“vicinanza”: diremo che una proprieta ¢ vera abbastanza vicino ad x se € vera in un intorno di x.
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Definizione 23. Sia £ C R. Definiamo la chiusura di E come 'intersezione di tutti i chiusi di R contenenti
E. Tale famiglia di chiusi non & vuota perché R & chiuso e contiene F. Essendo un’intersezione di chiusi, la
chiusura di E ¢ un chiuso ed ¢ il piu piccolo chiuso di R contenente E:

E:= ﬂ{C CR: C2DE, C chiuso}.
Un’altra scrittura usata per E & clg(FE).

Proposizione 13. Sia E CR. Si ha che x € R appartiene a E se e solo se per ogni intorno U di x in R si ha
UNE#J0.

Dimostrazione. Si provi che x ¢ E se e solo se esiste un intorno di z in R disgiunto da E. O

Definizione 24. Siano F, G sottoinsiemi di R. Diremo che F' & denso in G se F' C G. In particolare se F' &
denso in G, ogni intorno di ogni punto di G contiene punti di F.

Definizione 25. Sia £ C R. Un punto p € R si dice di accumulazione per E in R se in ogni intorno di p in
R cadono punti di E distinti da p. Se ¢ € F non e di accumulazione per E si dice punto isolato di E. Un
sottoinsieme i cui punti siano tutti isolati si dice discreto.

Esercizio 60. Si provino i seguenti asserti:

(1) La chiusura di un sottoinsieme F di R & formata dai punti di E e dai punti di accumulazione di E.
(2) Un sottoinsieme di R ¢ chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.
(3) Un insieme privo di punti di accumulazione & chiuso.

Teorema 5. Sia E sottoinsieme di R, ¢ € R. Allora sono equivalenti:

(1) ¢ ¢ di accumulazione per E;
(2) esiste una successione {x;};en di punti di E diversi da c che converge a c;
(3) in ogni intorno di ¢ cadono infiniti punti di E.

Proposizione 14. Sia c € R, E C R. Allora ¢ € E se e solo se esiste una successione {z;}jen di punti di
E che converge a c. Un sottoinsieme C' di R & chiuso se e solo se per ogni successione {c;}jen convergente a
ceRsihaceE.

Definizione 26. Un sottoinsieme K di R si dice sequenzialmente compatto o compatto per successioni se ogni
successione {z;},en in K possiede una sottosuccessione {z;, }nen convergente ad un elemento z € K.

Teorema 6. Un sottoinsieme di R é sequenzialmente compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Definizione 27. Sia E sottoinsieme di R. Definiamo 1’interno di E nel modo seguente:
intg(E) :={x € R: E ¢ intorno di z}.

Esso ¢ il pit grande (nel senso dell’inclusione) aperto contenuto in E, ovvero I'unione di tutti gli aperti contenuti
in E.

Definizione 28. Sia E sottoinsieme di R. Diremo che p € R ¢ di frontiera per E se p non € interno né ad E, né
al suo complementare. Equivalentemente, ogni intorno di p contiene punti di E e di R\ E, ovvero p appartiene
alla chiusura di E e alla chiusura del complementare. L’insieme dei punti di frontiera di E viene indicato con
frr(E), OF o bdry(E).

Definizione 29. Sia D sottoinsieme di R, f : D — R una funzione, e sia ¢ € D. Diremo che f & continua in ¢
se e solo se per ogni intorno V di f(c) esiste un intorno U di ¢ tale che f(UND) C V.

Osservazione 5. Si noti come molte delle definizioni e delle proprieta date non siano legate in modo particolare
a R, quanto piuttosto alla possibilita di operare alcune operazioni insiemistiche nelle classi degli insiemi aperti e
chiusi. A tal proposito, individuate le proprieta opportune, sara possibile adattare le definizioni date di aperto,
chiuso eccetera ai sottoinsiemi di un qualunqgue insieme, non necessariamente dei numeri reali.

Definizione 30. Siano X un insieme, 7 una collezione di sottinsiemi di X. Diremo che 7 ¢ una topologia su
X se:

(1)beTeX e
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(2) se {Ax}rea € una famiglia finita o infinita di elementi di 7, allora A := U Ay e
AEA

(3) se Aq,..., A, & una famiglia finita di elementi di 7, allora A := A1 N...N A, € 7.
Chiameremo aperti gli elementi di 7, e la coppia (X, 7) sara detta spazio topologico. Per esercizio, si adattino
a questo contesto le definizioni gia date di chiuso, chiusura, intorno, frontiera, ecc... Si tenga presente che altre
nozioni, come quelle di palla aperta o chiusa, non sono disponibili perché in uno spazio topologico generale non
si ha una nozione di modulo o di distanza tra punti. Similmente, non puo essere data una nozione di insieme
limitato in un contesto cosi generale.

Definizione 31. Siano (X, 71) e (X, 72) due spazi topologici sopra lo stesso insieme X. Diremo che 7 & pid
fine di 75 se 71 D Ty, diremo che ¢ strettamente piu fine se tale inclusione ¢ stretta. Le due topologie si dicono
equivalenti se 71 = To. Si osservi che un intersezione finita di topologie € una topologia.

Esempio 1. Sia X un insieme. Poniamo 7, = {0, X} topologia banale e 72 = {A : A C X} topologia discreta.
Tali insiemi sono topologie su X e sono rispettivamente la meno fine e la piu fine topologia che si possa mettere
su X.

Osservazione 6. Una descrizione completa di tutti gli aperti di un generico spazio topologico é spesso impossibile.
A tal proposito si individua una particolare classi di aperti in grado di ricostruire 'intera topologia. Nel caso
di R, questa classe era data dagli intervalli aperti, o dalle palle centrate nei punti.

Definizione 32. Sia (X,7) uno spazio topologico. Diremo che B C 7 & una base per la topologia T se ogni
aperto di 7 puo essere scritto come unione di elementi di 5.

Ci si puo porre anche il problema inverso: data una collezione B di sottoinsiemi di X, quali proprieta deve
avere affinché esista una topologia 7 su X tale che B ne sia una base?

Proposizione 15. Sia X insieme e sia data una collezione B di sottoinsiemi di X. Allora B é base per una
topologia su X se e solo se dati A,B € B ex € AN B esiste C € B tale che x € C e C C AN B. Gli aperti di
tale topologia sono X, O e le unioni arbitrarie di elementi di B.

Definizione 33. Siano X, Y spazi topologici, f : X — Y & continua in a € X se e solo se per ogni intorno V'
di f(a) si ha che la controimmagine f~'(V) := {z € X : f(x) € V} ¢ intorno di a in X. Se f ¢ continua in
ogni punto, diremo che & continua in X. Si ha che f & continua in X se e solo se la controimmagine di ogni
aperto e aperta, o equivalentemente se la controimmagine di ogni chiuso e chiusa.

Osservazione 7. Non & detto invece che se U & aperto e f: X — Y & continua si abbia f(U) aperto!

Ci poniamo ora il problema di porre una topologia su X = R"” che in qualche modo abbia le proprieta della
topologia usuale di R e possa essere descritta allo stesso modo. La costruzione che presenteremo e valida per
spazi piu generali di R”.

Proposizione 16. Siano x,y € R™. La distanza euclidea di x = (21, ...,zy,) da y = (y1,...,yn) € data da:

d(z,y) = ||z —y[| =

Si ha d(z,y) = d(y,x), d(z,y) > 0 e se d(z,y) = 0 allora x = y, inoltre se x,y,z € R™ si ha d(z,y) <
d(z,z) + d(z,y). Definiamo per ogni a € R™, r > 0:

(1) la palla aperta di raggio r centrata in a B(a,r[:= {x € R": ||z —a| < r};

(2) la palla chiusa di raggio r centrata in @ B(a,r] := {x € R" : ||z —a| < r}.

Si prova che linsieme delle palle aperte e base per una topologia su R™.

Dimostrazione. Siano B(x1,71) € B(xa,72) due palle aperte. Sia x € B(z1,7r1) N B(za,7r2) e proviamo che
esiste 0, > 0 tale che B(x,0,) C B(x1,7m1) N B(x2,r3). Dato z € B(x,0,) si ha d(z,z1) < d(z,2) + d(z,21) =
0r +d(x,x1) e d(z,22) < d(z,x) + d(x,x2) = 6 + d(x,22). Affinché si abbia z € B(x1,7r1) N B(xa,72) si deve
avere d(z,x1) <11 e d(z,22) < 7o, e quindi & sufficiente scegliere d, < min{r; — d(x,x1),r2 —d(x,z2)}. Si noti
che r1 > d(z,21) e 19 > d(z,x2), quindi 0, > 0.
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Definizione 34. Diremo che la successione {z }ren di R™ converge a x € R™ se si ha

lim |z, — x| = 0.
k—-+oo

Con queste nozioni di palle e convergenza di successioni si vede che gli asserti enunciati per R rimangono
validi anche in R™, inoltre ¢ possibile dire quando un sottoinsieme di R™ & sequenzialmente compatto:

Teorema 7 (Heine-Borel). Un sottoinsieme di R™ é sequenzialmente compatto se e solo se é chiuso e limitato
(per la distanza euclidea).

In R™ & possibile definire un’altra distanza:
Definizione 35. Siano z,y € R". La distanza ¢ di x = (21, ...,2,) day = (y1,...,yn) ¢ data da:
dp (2, y) := ||z = yllee = max{lz; —yil}.

Valgono ancora dye (x,y) = dp (y,x), do(z,y) > 0 e se dp=(x,y) = 0 allora = = y, inoltre se z,y,z € R™ si
ha dys (2,y) < dyee (2, 2) 4+ dyeo (z,y). Definiamo per ogni a € R™, r > 0:

(1) la palla €>-aperta di raggio v centrata in a:

Bios(a,r[;={z e R": ||z —allge <7} =]x1 — 121 +7[X - X]|T)H — 1,20 +7;
(2) la palla €°°-chiusa di raggio r centrata in a:
Bis(a,r]:={z € R": ||z —a|lge <1} =21 —Ty21+7] X X [y — T, T, + 7]

Se disegnamo le palle di questa topologia, ci accorgiamo che hanno laspetto di ipercubi (quadrati se n = 2,

cubi se n = 3) di spigolo 2r centrati in z. Esattamente come prima, si prova che 'insieme delle palle £>*-aperte
¢ base per una topologia su R™.

Ci si puo chiedere quale sia il legame tra la topologia indotta dalla distanza euclidea e quella indotta dalla
distanza £°°:

Teorema 8. La distanza euclidea e quella £°° su R™ sono topogicamente equivalenti, ovvero inducono topologie
equivalenti su R™.

Dimostrazione. Ciascuna palla aperta contiene un cubo aperto ed ¢ contenuta in un altro cubo aperto. Pertanto
dato un aperto euclideo A e un suo punto x, per definizione esiste una palla euclidea aperta centrata in x e
contenuta in A, ma tale palla contiene un cubo aperto centrato in x che, pertanto, risulta essere contenuto in
A. Pertanto dato un punto x € A, esiste un cubo aperto centrato in z contenuto in A, quindi A & intorno nella
topologia indotta da ¢°°. Il viceversa e analogo. In verita si puo provare che gli elementi di un’ampia classe di
distanze possibili su R™ inducono la stessa topologia (tutte le distanze provenienti da una norma). ([

Una conseguenza di tale fatto, in realta equivalente ad esso, e la seguente:

Proposizione 17. Siano {x},}ren successione di R" e x = (z1), ..., 2(™) € R™. Allora si ha

lim |Jzx — x|je~ =0 se e solo se lim |z —z| =0
k——4o00 k— o0

e cio e equivalente a dire che per ogni j = 1,...,m si ha lim x,(g) = 2. Pertanto una successione in R"
k——+oo

converge se e solo se ciascuna delle componenti degli elementi di essa converge come successione in R.

Definizione 36. Se (X,7) ¢ spazio topologico e D C X & un sottinsieme di X, esso riceve una naturale
struttura di spazio topologico nel modo seguente: posto 7D = {AND : A € 7}, la coppia (D, 7)p) € spazio
topologico. Si dira che 7)p ¢ la topologia indotta da X su D. Gli aperti di 7p sono intersezioni di aperti di X
con D, e se B ¢ base per la topologia di X, I'insieme Bjp = {BND : B € B} ¢ base per la topologia indotta.

Definizione 37. Lo spazio topologico (X, ) & detto:
(1) Tp se per ogni coppia di punti z,y € X esiste un intorno di  non contenente y oppure un intorno di y
non contenente = (la topologia distingue i punti);
(2) T se per ogni coppia di punti z,y € X esistono due aperti U e V talichez e Uey ¢ Uey e Ve
x ¢ V (i punti sono chiusi);
(3) Tz o di Hausdorff o separato se per ogni coppia di punti z,y € X esistono U e V aperti disgiunti con
x €U ey €V (punti distinti possiedono intorni disgiunti).
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Lo spazio R™ con la topologia usuale & di Hausdorff.

Esempio 2. Si provi che R dotato della topologia per cui gli aperti sono ), R e {x € R: x > d} al variare di
d € R ¢ uno spazio Ty ma non T7.

Si provi che R dotato della topologia per cui i chiusi sono (), R e tutti i sottinsiemi finiti di R & uno spazio T}
ma non 75.

Definizione 38. Diremo che V' & intorno aperto di co in R™ se R™ \ V' & compatto.
DIPARTIMENTO DI INFORMATICA, UNIVERSITA DI VERONA

STRADA LE GRAZIE 15 - 1-37134 VERONA, ITALY.
E-mail address: antonio.marigonda@univr.it



