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1 Lezione del 2/12/2009 (2 ore)

In questa parte del corso, vogliamo studiare meglio la teoria delle equazioni
differenziali ordinarie, gia incontrata al primo anno. Vogliamo cominciare con
un teorema che assicura, sotto certe condizioni, che la soluzione del problema
di Cauchy esiste localmente ed ¢ unica.

Consideriamo dunque il problema di Cauchy del primo ordine

(%) { o'(t) = f(t, (1))

ZE(to) = X9

dove f e una data funzione continua di due variabili definita in un intorno
di (t(), 370).

Supponiamo di avere una soluzione z(t) del problema: integriamo ambo
i membri dell’equazione tra t; e ¢, tenendo conto della condizione iniziale.
Otteniamo allora I'identita

(xx) x(t) = 0 +/t f(s,2(s)) ds,

valida per tutti i ¢ in cui e definita la soluzione.
Vale anche il viceversa:

PROPOSIZIONE: Sia x € C°([to— 0, to+0]) una funzione per cui vale liden-
tita integrale (**). Allora x(t) ¢ derivabile, ed ¢ una soluzione del problema
di Cauchy (*) nell’intervallo [ty — 6,ty + 6].

DIM.: Sostituendo t =ty in (**) si ottiene la condizione iniziale x(ty) = xo.
Inoltre, a secondo membro abbiamo l'integrale tra t; e ¢ di una funzione
continua: per il Teorema fondamentale del calcolo integrale, la derivata di
questa quantita e f(t,z(t)), e quindi x(¢) & derivabile e soddisfa I’equazione
differenziale (*). Q.E.D.

Siamo finalmente in grado di dimostrare un Teorema di esistenza e unicita
locale per il nostro problema di Cauchy:

TEOREMA: Sia f : [ty — a,to + a] X [xg — R,xo + R] — R una funzione
continua soddisfacente alla sequente condizione di Lipschitz: esiste L > 0
tale che

’f(t,l’l)—f(t,xg)’ < L|LIZ‘1—I2| vVt € [to—a,t0+a], Vq;l,xg S [.TO—R, JIQ‘i‘R]

Allora ¢ possibile trovare un § € (0,al, tale che nell’intervallo [ty — d,ty + 0]
esiste una soluzione del problema di Cauchy (*). Inoltre tale soluzione é
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unica, nel senso che due soluzioni di (*) definite in uno stesso intorno di to
coincidono.

DIM.: Grazie alla Proposizione, basta in realta cercare soluzioni continue
dell’equazione integrale (**).

Per il teorema di Weierstrass, la funzione continua |f(z,?)| ammette mas-
simo sul rettangolo [to—a, to+a] X [xg— R, zo+R|: chiamiamo M tale massimo.
Scegliamo poi

1 R Ry
2L M
Definiamo un’applicazione T che ad ogni elemento dell’insieme di funzioni

0 = min{a, —

X = {ﬁéco([to—é,tg—l—(ﬂ)l ZL‘(t) € [xO—R,x0+R] vVt € [to—é,to—{—&]}

ne associa un’altra che chiamiamo 7T'(x)

(T(z) —xo—i-/fsx

Chiaramente, per ogni x € X la funzione 7'(z) ¢ continua (ed anzi
derivabile). Verifichiamo che, in realta, 7': X — X ed é una contrazione.
Intanto, se t € [ty — d,to + 0] abbiamo

[ (s, 2(s))] ds| <

|(T'(2))(#) = 0| < M-§<R

grazie alla condizione di Lipschitz. Dunque (T'(z))(t) € [xg — R,x0 + R], e
effettivamente 7' : X — X.
Inoltre, se x1(t), x2(t) € X:

|(T'(21))(t) = (T(21)) ()] <

/ £ (5, 1(5)) — (s, 22(5))] ds| <
‘/t:L]xl(s)—xQ(sﬂds

< L0l — 22l < §H~”Ul — 2| oo

Passando al sup per t € [ty — J, to + J] abbiamo allora

1
IT(21) = T(z2) oo < 5 llwr = z2lo0,

e T" ¢ una contrazione di X in X.

L’insieme di funzioni X, dotato della metrica uniforme, e evidentemente
un sottospazio chiuso di CY([ty — d,ty + d]): X & dunque uno spazio metrico
completo.



Allora, grazie al teorema delle contrazioni, 7" ha un unico punto fisso:
esso e evidentemente 1'unica soluzione dell’equazione integrale (**), e quindi

del problema di Cauchy (**). Q.E.D.

La dipendenza di ¢ dalla costante di Lipschitz L puo essere facilmente
eliminata: mostriamo che 1’(unica) soluzione locale esiste su [ty — §,to + ¢]
con 0 = min{a, R/M}.

A questo scopo, dimostriamo il seguente, immediato corollario del teore-
ma delle contrazioni:

PROPOSIZIONE: Sia X wuno spazio metrico completo, T : X — X wuna
funzione per la quale esiste k € N, k > 1 tale che T® (iterata k wvolte di
TH)é una contrazione. Allora T ha un unico punto fisso in X.

DIM.: 1l teorema delle contrazioni ci assicura che T™) ha un unico punto fisso
Z. Ma allora anche T(Z) ¢ un punto fisso di 7®): T®)/(T(z)) = T(T™(z)) =
T(Z). Ma allora T(T) = T, grazie all’unicita del punto fisso di 7®*): anche T
possiede un punto fisso! Tale punto fisso € poi unico, perché ogni punto fisso
di T ¢ tale anche per T®). Q.E.D.

COROLLARIO: Con le notazioni della dimostrazione del Teorema di Cauchy-
Lipschitz, la soluzione (unica) del problema di Cauchy esiste anche scegliendo
0 = min{a, R/M}.

DIM.: La condizione su ¢ e sufficiente a garantire che T': X — X. Se mo-
striamo che esiste un’iterata di 1" che € una contrazione, possiamo applicare
la proposizione appena dimostrata e concludere che esiste un unico punto
fisso.

A questo scopo, proviamo per induzione che per ogni z,y € X si ha

T®@)(E) - TO() ()] < 2

< F“ — to|*[lz — Y-

Per k = 1 abbiamo gia provato questa disuguaglianza dimostrando il teorema.

Supponiamola vera per k. Allora, usando la definizione dell’operatore T e la
lipschitzianita:

T 0@)(0) = TV ) 0] < 2 [ T @) - T ) () ds.

Usando allora l'ipotesi induttiva ed integrando si ottiene la tesi con k + 1 al
posto di k.

L Cioe T®) =T oTo...oT (k volte).



Passando al sup:
k k Lr
ITO() = TO @)l < 5512 = ylee

Siccome (Ld)*/k! — 0, I'iterata ¢ una contrazione per k abbastanza grande.

Q.E.D.

OSSERVAZIONE: Si noti che, nel teorema di esistenza e unicita, in generale
e lecito sperare soltanto nell’esistenza locale: per esempio, il problema di

Cauchy
a'(t) = 2*(t),
z(0) = 1.
ha soluzione unica, che pero e definita soltanto su una semiretta.

Analogamente, se rimuoviamo l'ipotesi di lipschitzianita in generale la
soluzione non ¢ piu unica: il problema

ammette infinite soluzioni. Vedremo invece che I’esistenza locale ¢ garantita
nella sola ipotesi di continuita della funzione f.

2 Lezione del 4/12/2009 (2 ore)

Cominciamo la lezione con alcune semplici osservazioni sul risultato di esi-
stenza e unicita locale visto la volta scorsa.

OSSERVAZIONE (Lipschitzianita delle funzioni regolari): Una condizione
sufficiente per avere la lipschitzianita di f nella seconda variabile e la richiesta
chesia f, € C°([to—a, to+a| x [xo— R, o+ R]). Siainfatti L = max{|f.(¢,z)|:
(t,x) € [ty — a,ty + a] X [tg — R,z + R]}. Dati t € [ty — a,tp + a] e
x,y € [xg — R, xo + R| possiamo scrivere

Fty) — f(t.2)] = | / fult,u) dul < Ly — 2.

Si vede facilmente che la costante L che abbiamo scelto € anche la piu piccola
per cui la disuguaglianza di Lipschitz ¢ vera in tutto il rettangolo.

OSSERVAZIONE (Esistenza globale per f globalmente lipschitziana su una
striscia): La versione migliorata del teorema ci garantisce che se f ¢ definita
sulla striscia [to—a,to+a] x R ed ¢ lipschitziana in x uniformemente rispetto
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a t, allora la soluzione ¢ globale, nel senso che esiste sull’intero intervallo
[to — a,to+a]. Infatti, la richiesta che 6 < R/M ¢ necessaria solo per evitare
che T'(z)(t) esca dall'intervallo [xg — R, zo + R]: questa richiesta puo essere
tolta se la funzione e definita sulla striscia infinita.

L’ipotesi di lipschitzianita sull’intera striscia € pero piuttosto forte (anche
se e soddisfata nel caso importantissimo delle equazioni - e dei sistemi - li-
neari): vedremo tra breve come indebolirla per avere un risultato di esistenza
globale piu generale.

OSSERVAZIONE (Prolungamento di soluzioni, soluzione massimale del pro-
blema di Cauchy): Sia data 'equazione differenziale 2'(t) = f(t,z(t)), con
f definita su un aperto A C R? e soddisfacente le ipotesi del teorema di
Cauchy-Lipschitz localmente, cioe in un intorno rettangolare di ogni punto di
A. Questo garantisce I'esistenza di un’(unica) soluzione locale per ogni dato
iniziale scelto in A.

Una semplice osservazione e allora che due soluzioni locali dell’equazio-
ne che coincidono wn un punto ty, devono coincidere nell’intersezione degli
intervalli su cut sono definite: supponiamo per assurdo che ci siano punti
a destra di tg in cui le soluzioni differiscono, e sia ¢, il loro estremo inferio-
re. Le due soluzioni devono coincidere in ¢, (per continuita): il teorema di
Cauchy-Lipschitz assicura che allora coincidono anche in un intorno destro
di ¢, (basta risolvere il problema di Cauchy con punto iniziale t,), contro
la definizione di inf. In modo analogo, le due soluzioni devono coincidere a
sinistra di ¢g.

Questa osservazione permette allora di dedurre che tra tutte le soluzioni di
un fissato problema di Cauchy, ve n’e una definita su un intervallo massimale:
questo e semplicemente 'unione dei domini di tutte le soluzioni.

OSSERVAZIONE (Teorema di fuga dai compatti): Nelle stesse ipotesi del-
I'osservazione precedente, e possibile dimostrare che una soluzione massimale
uy : I, — R deve necessaramente uscire da ogni sottinsieme compatto K di
A: possiamo esprimere informalmente questo fatto dicendo che una soluzione
massimale scappa verso il bordo dell’insieme A su cui & definito il secondo
membro dell’equazione, quando t tende agli estremi dell’intervallo in cui tale
soluzione esiste.

OSSERVAZIONE (Esistenza e unicita per sistemi di equazioni del primo
ordine): 1l problema di Cauchy per un sistema di n equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine (in forma normale) ¢ formalmente identico a quello
per un’equazione singola:

{ 2(t) = f(t, 2 (t))

[L’(to) = 2o
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se assumiamo che la funzione f e 'incognita x siano vettoriali:

flt,x) = (filt,zr, 29, ... 20), ..o, fult,z1,. .. 2,) : R X R® = R",
x(t) = (x1(t),...,x,(t)).

Il teorema di Cauchy-Lipschitz vale allora, con dimostrazione assolutamente
identica, anche per i sistemi!

Inoltre, anche in questo caso la lipschitzianita ¢ implicata dalla continuita
delle derivate parziali di f rispetto alle ultime n variabili: la dimostrazione
e un semplice adattamento di quella che abbiamo visto nel caso scalare.

Vediamo subito un risultato di esistenza globale: anche in questo caso, lo
enunciamo e dimostriamo per un’equazione scalare, ma il risultato vale (con
identica dimostrazione) per i sistemi.

TEOREMA (di esistenza globale): Sia f : [a,b] x R — R wuna funzione
continua soddisfacente alla sequente condizione di Lipschitz locale: per ogni
R > 0 esiste L = L(R) > 0 tale che

|f(t,x1) — f(t,22)| < L|zg — 29| Vt € [a,b], V1,29 € [-R, R].

Supponiamo inoltre che f abbia crescita lineare nella variabile x: esistono
due costanti A, B > 0 tali che

If(t, )] < A+ Bla| Vte|a,b], Vz€R.

Allora esiste un’(unica) soluzione del problema di Cauchy (*) (conty € |a,b]),
definita sull’intero intervallo [a, b).

DIM.: Abbiamo gia dimostrato I'unicita della soluzione massimale: rimane
solo da provare che essa e definita sull’intero intervallo!

Mostriamo D'esistenza della soluzione su [tg,b]: procedendo allo stesso
modo si prova che la soluzione esiste anche su [a, ).

Cominciamo col mostrare che per ogni fissato ¢t € [a,b) e per ogni fissato
T € R, la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale z(f) = T &
definita almeno sull’intervallo [¢,t + d] con

1

(x) 0 = min{b — ¢, H-—B}

Sappiamo infatti, dalla stima “migliorata” di § nel teorema di Cauchy-
Lipschitz, che se f soddisfa la condizione di Lipschitz su [, b] X [T — R, T+ R],



allora la soluzione esiste su [t,t + ] con § = min{b —t, R/M| ove
M = max{|f(t, )| : (t,z) € [[,b] x [F— R, T+ R|} [

Per ottenere (x) basta scegiere R = A + BJ|Z|: in tal caso, per ogni (t,z) €
[t,b] X [T — R, T + R] abbiamo

|f(t,x)| < A+ Bl|z| < A+ B|7| + BR = (1 + B)R,

dacuiM <(1+B)Re R/M >1/(1+ B).

In soldoni abbiamo provato che risolvendo il problema di Cauchy con un
punto iniziale arbitrario, la soluzione o esiste fino a b, oppure ¢ definita su
un intervallino di ampiezza almeno 1/(1 + B) a destra del punto iniziale.

Partendo da ty, la soluzione sara quindi definita almeno su [to, to+1/(1+
B)]. A questo punto, possiamo prendere il valore finale di tale soluzione nel
punto ty + 1/(1 + B) come dato iniziale di un nuovo problema di Cauchy...e
potremo prolungare la soluzione fino a ty +2/(1 4+ B). Procedendo in questo
modo, in un numero finito di passi avremo prolungato la soluzione sino al
punto b, estremo finale del nostro intervallo. Q.E.D.

3 Lezione del 9/12/2009 (2 ore)

La condizione di Lipschitz serve a garantire I'unicita delle soluzioni: essa non
e invece necessaria a dimostrare 'esistenza locale. Vale infatti un teorema,
dovuto a Peano, che assicura l'esistenza di una soluzione nella sola ipotesi di
continuita della funzione f(¢,z). Per dimostrare il teorema di Peano, ci serve
tuttavia un risultato di compattezza per successioni di funzioni continue:

TEOREMA (di Ascoli-Arzela): Sia f, : [a,b] — R una successione di funzio-
ni continue. Se la successione {u,} é equilimitata (cioé se esiste M > 0 tale
che f.(z)| < M per ogni x € [a,b] e per ogni n € N) ed equicontinua (cioé
se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni x,y € [a,b] con |z —y| <J e
per ognin € N wvalga |f.(x) — fu(y)| < €), allora esiste una sottosuccessione
che converge uniformemente ad una funzione continua f : [a,b] — R.

Per dimostrare il teorema, premettiamo il seguente

LEMMA: Sia f, : |a,b] — R una successione di funzioni equilimitate, cioé
esiste M > 0 tale che |f,(x)] < M per ogni n € N e per ogni x € |a,b].

2Siccome vogliamo la soluzione soltanto a destra di %, le richieste su f sono necessarie
solo a destra di tale punto!
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Allora esiste una sottosuccessione { fn, }x tale che per ogni q € [a,b] N Q
esiste finito il limite

(x)  lim f,,(q) == f(q).

k——+o0

In altre parole, f,, converge puntualmente alla funzione f su [a,b] N Q.

DIM.: Come ben sappiamo, 'insieme [a, b] N Q & numerabile: in altre parole,
esiste una successione iniettiva {g; }en la cui immagine ¢ esattamente [a, b] N

Consideriamo la successione numerica {f,(qo)}n: essa € una successio-
ne di numeri reali contenuta nell’intervallo chiuso e limitato [—M, M]. Per
il teorema di Bolzano-Weierstrass, possiamo estrarre una sottosuccessione,
che chiamiamo {f°},, in modo che fY(qo) converga ad un numero reale che
denotiamo f(qo).

Consideriamo ora la successione numerica { f(q;)},: essa & una sottosuc-
cessione di { f,(q1) }n, € come tale & ancora contenuta nell'intervallo [— M, M].
Possiamo allora estrarre un’ulteriore sottosuccessione {f!}, in modo che
f(q1) converga ad un numero reale che chiameremo f(q;).

Procedendo ricorsivamente in questo modo, da { f,}, estraiamo una suc-

cessione infinita di sottosuccessioni { f2},., {fX b, {2 e, {23 0, {0, {2 0,

La k-esima sottosuccessione {f*},, ha la proprieta che peri =0,1,2,.... k
esiste il limite

lim  f¥(q),

n——+0o00
e tale limite & uguale ad un certo numero reale che chiamiamo f(g;).
Noi, pero, vogliamo un’unica sottosuccessione {J?n}n che converga in tut-
te 1 punti g; contemporaneamente. Essa puo’ essere ottenuta con il vecchio
trucco della successione diagonale: poniamo f, = f (cioe, I'n-esimo ele-

mento della sottosuccessione diagonale f,, € I'n-esimo elemento dell’n-esima
sottosuccessione che abbiamo estratto sopra).

In questo modo, comunque si fissi k, f, ¢ una sottosuccessione di {f*}
per n > k , e quindi

lim J?;L(Qz) = f(a) Vi e N.

n—-+00

Q.E.D.

DIMOSTRAZIONE del Teorema di Ascoli-Arzela: Possiamo applicare il
Lemma alla nostra successione di funzioni: otteniamo una sottosuccessione
{fn.}x ed una funzione f : [a,b] N Q — R tali che

Jm fu(e) = fla) Vo€ lab]NQ.
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Ora, affermo che in realta questa sottosuccessione { f,, } converge unifor-
memente su [a, b] ad una funzione continua: essa ovviamente coincidera con
la precedente f sui razionali... per cui (con lieve abuso di linguaggio) indi-
cheremo ancora con f : [a,b] — R la funzione limite. Dimostreremo questo
“magico” risultato facendo vedere che la successione {f,,, } ¢ di Cauchy nella
metrica della convergenza uniforme.

Dobbiamo far vedere cio¢ che per ogni € > 0 esiste k tale che per ogni
h,k >k si abbia || f,, — fu.| < 4e.

Poiché i razionali sono densi in R, possiamo scegliere un numero finito
¢, --.,qn di razionali in [a,b], in modo tale che ogni punto dell’intervallo
[a,b] disti meno di 6 (4 ¢ il numero dato dall’equicontinuita...) da uno di
questi g;.

Per come abbiamo scelto la sottosuccessione f,, , possiamo trovare keN
tale che per ogni k > k si abbia

Cex) S (@) = fla)] <&, i=1,...,N.

Sia ¥ € [a,b], e scegliamo T € {1,..., N} tale che [x — ¢ < J. Allora,
tenendo conto di (xx) e dell’equicontinuita si ha, per ogni h, k > k:

(k) () = fo,(2)] <
| fon (@) = i (@)] + [ for (@) — Fla)| + (@) — fo(@0)] +
|fnh<QT) - fnh(x” S 4e.

Passando al massimo per x € [a, b], otteniamo che la nostra sottosuccessione
e di Cauchy rispetto alla metrica uniforme.

Ora, lo spazio delle funzioni continue su [a,b] con la metrica uniforme
e completo: ogni successione di Cauchy converge uniformemente ad una
funzione continua...e il gioco ¢ fatto. Q.E.D.

Enunciamo e dimostriamo il teorema di Peano:

TEOREMA (Peano): Sia f : [to — a,to + a] X [zg — R,z0 + R] — R una
funzione continua. E’ possibile trovare un 0 € (0,al, tale che nell’intervallo
[to — d,to + 0] esiste una soluzione del problema di Cauchy

x'(t) = f(t,x(t))
P 9

( ) { l’(to) = 2o

Tale soluzione non € necessariamente unica.

DIM.: Troveremo la soluzione come limite di una successione di soluzioni
approssimate.
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Vogliamo costruire una successione di funzioni lineari a tratti, definite in
un intorno di ty, che siano soluzioni approssimate del problema di Cauchy
(P).

Sia M il massimo della funzione | f (¢, x)| sul rettangolo [ty—a, to+a] x [xg—
R, xy+ R|. Ne consegue che un’eventuale soluzione contenuta nel rettangolo
avra derivata compresa tra —M e M, e sara quindi contenuta tra le rette
.I:I'O—M(t—to) €$:$0+M(t—t0)

Per evitare che le soluzioni approssimate del problema di Cauchy che
andiamo a costruire escano dal rettangolo, poniamo

) R
d = min{a, M}

Costruiamo ora delle soluzioni approssimate x,(t) del nostro problema,
lineari a tratti sull’intervallo [0, §]. Il discorso si estende in maniera del tutto
analoga all'intervallo [—§, 0] (esercizio!).

L’idea e la seguente: anche se non conosciamo una soluzione, 1’equazione
differenziale ne prescrive la retta tangente nel punto ty: essa ¢ data da

x = xo + f(to, z0)(t — o).

Per un breve tratto, diciamo tra tg e tg+ %, tale retta sara sperabilmente una
discreta approssimazione della soluzione. A questo punto, andiamo a vedere
quanto vale f nel punto dove siamo arrivati (ciod in (to+ +, zg+ f(fo, 2o) - 1),
e prendiamo questo valore come pendenza di una nuova retta approssimante
tra ty + % ety + % Procedendo in questo modo arriveremo a costruire una
spezzata, definita sull'intervallo [tg, o+ 0], che chiameremo n-esima spezzata
di Eulero.

Piu formalmente, possiamo dire che I'n-esima spezzata di Eulero e I'unica
funzione continua x,, : [to, to + 0] — [zo — R, zo + R] tale che

(A) fl?n(O) = Xo,

(B) sete <t0—|—l,t0+ i=0,...,[nd], allora
n

T (1) :$n(t0+%) +f(to+%,xn(to+%>) . (t—to—%>.

In (A), [nd] denota la parte intera di nd, ciot il numero di tratti lunghi +
necessari a “completare” la nostra spezzata tra tg e tg+ 0.

La nostra legittima speranza e che, al crescere di n, queste spezzate
approssimino sempre meglio una soluzione del problema di Cauchy (P).

i—i—l} :
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Notiamo che, per costruzione, {x,} € una successione di funzioni lineari a
tratti definite sull’intervallo [t, to+ 9] e a valori nell’intervallo [zo— R, o+ R].
Inoltre, la derivata di tutte queste funzioni ¢ ovunque compresa tra —M e
M. Dunque, se ty,ts € [to, to + 0] abbiamo

(o (t) — 2 (t1)] = y/ 5) ds| < Mlts — ],

e le z,, soddisfano tutte una condizione di Lipschitz con la stessa costante
M.

Allora, per il Teorema di Ascoli-Arzela, esistono una funzione continua
x(t), e una sottosuccessione {x,, (1)} di {x,(¢)} tale che z,, — x uniforme-
mente in [tg, to + 0].

Ci rimane da dimostrare che questa funzione e una soluzione del problema
di Cauchy (P).

Siccome a priori la funzione x(t) ¢ soltanto continua, conviene considerare
il problema di Cauchy in forma integrale: sappiamo che una funzione z(t) :
[to,to + 0] — [xg — R,z + R] & soluzione del problema di Cauchy (P) se e
soltanto se essa & continua e soddisfa ’equazione integrale

(P x —xo—i—/fsx ds Vit e [to,to+ 4.

Mostriamo allora che la funzione z(t) ottenuta come limite delle spezzate
di Eulero soddisfa I’eqauzione integrale (P’), e dunque e la nostra agognata
soluzione.

Intanto,
¢
(C) z(t) = xo +/ x(s) ds
¢
Ot
= 9 +/ f(s,2,(8)) ds + R,(t)
to
dove R, ( ft f(s,2,(s))] ds. Mostreremo la prossima volta che

R.(t) — 0 mentre si puo passare al limite negli altri termini ottenendo
I’equazione voluta.

4 Lezione del 11/12/2009 (2 ore)

Concludiamo la dimostrazione della volta scorsa.
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Se definiamo
e = sup {|f<s,x> ()
1 M
s,t € [to,to+ 6], x,y € [xg — R,zo+ R], |[s—t| < —, |z —y| < —},
n n

I'uniforme continuita di f (il teorema di Heine-Cantor vale anche in due
variabili, con identica dimostrazione) ci dice che w, — 0 per n — +oo.
Evidentemente:

to+0
(B) R.(1)] < / 12.(5) — £(s,2a(s)| ds.

to

Nell’ultimo integrale, consideriamo l'integranda nel generico intervallino [to+
%,to+%], i=0,...,[nd]: si ha

o05) = S5, = 1 (14 Loalta + 2 ) = s, (5] <

dove abbiamo usato (C) e la definizione di w,. Usando questa stima in (FE)
otteniamo allora |R,(t)] < § - w, — 0 per n — 4oo. Allora, passando al
limite in (C) otteniamo

(F)at) = lm 2, (t) =

lim (xo + /tf(s,xnk(s)) ds + Rnk(t)) =

k—+o0 to
t

st [ f(sa(s) ds
to

e 'equazione integrale (P’) & soddisfatta.

L’ultimo passaggio ¢ giustificato dal fatto che f(t,z,, (t)) — f(t, z(t))
uniformemente, per cui ¢ lecito passare al limite sotto il segno di integrale.

La convergenza uniforme, a sua volta, segue da quella di z,, a x e dal-
I'uniforme continuita di f sul rettangolo: per ogni € > 0 esiste ¢ tale che
((t,z) — (s,y)| < 0 implica |f(t,z) — f(s,y)| < €, qualunque siano (¢, x),
(s,y) nel rettangolo [ty — a,ty + a] X [xg — R, xo + R].

D’altra parte, per k abbastanza grande abbiamo |z, (t) — z(t)| < d per
ogni t € [ty — 0, + ], da cui

|f(t,xn, () — f(t,z(t)| <e Vte&|rg—0,x0+ 9]
Q.E.D.
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Come gia sappiamo, la maggior parte delle equazioni differenziali ordina-
rie non si riesce a risolvere esplicitamente: per questo motivo, € importante
avere dei metodi numerici di approssimazione delle soluzioni, e anche dei
criteri che permettano lo studio qualitativo delle stesse. Spesso, infatti, nei
problemi applicativi non e tanto importante scrivere una soluzione approssi-
mata con un errore piu o meno piccolo, quanto piuttosto prevedere in modo
corretto 'andamento asintotico di una soluzione.

Ad esercitazioni avrete modo di vedere qualche esempio di studi quali-
tativi di questo tipo. Per poterli effettuare con successo, si usano i classici
risultati di esistenza e unicita che abbiamo visto ed alcuni risultati ad hoc
come il seguente:

TEOREMA (del confronto): Siano f,g : [a,b] X [¢,d] — R funzioni che
soddisfano localmente le ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale (cioé
continue e localmente lipschitziane nella seconda variabile, uniformemente
rispetto alla prima). Supponiamo di sapere che

ft,z) < g(t,z) V(t,z) € la,b] X [c,d].

Siano poi ty € [a,b), ug,vg € (c,d) con ug < vo. Indichiamo con u,v :
[to, to + 0] — R le soluzioni locali a destra di ty (definite per un opportuno
d > 0) dei problemi di Cauchy

{ u'(t) = f(tu(t)), { v'(t) = g(t,v(t)),

U(to) = Uy, U(to) Vo-

Allora v(t) > u(t) per ognit € (to,to + 9].

DIM.: Se per assurdo la tesi non fosse vera, l'insieme A = {t € (to,to + 9] :
u(t) > v(t)} sarebbe non vuoto. Poniamo allora ¢ = inf A.

Mostriamo per prima cosa che t > tq: basta far vedere che v(t) > u(t) in
un intorno destro di to. Infatti, le due funzioni sono di classe C!: se abbiamo
v(ty) = vo > u(ty) = ug, per il teorema della permanenza del segno la stessa
disuguaglianza vale per ogni ¢ in un intorno destro di ¢y3. Se invece vy = uy,
abbiamo v'(ty) — u/(to) = g(to,uo) — f(to,up) > 0. Per il teorema della
permanenza del segno, abbiamo allora v'(t) — «/(¢) > 0 in un intorno destro
di 0 e la funzione v(t) — u(t) € crescente (e quindi strettamente positiva) in
tale intorno.

Mostriamo quindi che u(#) = v(t). Vale infatti u(t) < v(¢) per t € (o, ),
da cui u(t) < v(t). D’altra parte, per definizione di inf, esiste una successione
di punti ¢, > ¢ tali che t,, — t e u(t,) > v(t,): per continuita si ha allora

u(t) > v(t) da cui
u(t) = v(t).
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Ma allora possiamo ripetere lo stesso ragionamento sopra con t al posto di
to e concludere che v'(t) > «/(t) in un intorno sinistro di ¢, da cui v(t) < u(t)
in tale intorno, assurdo. Q.E.D.

Un’altra questione importante che riguarda il problema di Cauchy per
esquazioni (e sistemi di equazioni) differenziali ordinarie, & quella della di-
pendenza continua delle soluzioni dai dati del problema. Intuitivamente, ci
aspettiamo che cambiando di poco il dato iniziale (e il punto iniziale) o il
secondo membro dell’equazione, cambino di poco anche le soluzioni, almeno
per un po’ di tempo.

Piu di cosi non e lecito aspettarsi: si consideri infatti quello che & in un
certo senso il piu semplice problema di Cauchy che esista

{ ?'(t) = (1),
.Z‘(t()) = Xy,

che ha come soluzione z(t) = zpe'!. Cambiando di poco xg, le soluzio-
ni cambiano di poco per t piccolo. .. ma all’infinito diventano infinitamente
lontane!

Uno strumento assai utile a dimostrare risultati di dipendenza continua
dai dati e il seguente

LEMMA (di Gronwall): Siano C > 0, ¢,v : [to,to+ 0] due funzioni continue
e non negative tali che valga la disuguaglianza

o(t) < C+ /tv(s)qﬁ(s) ds VYt € [to,to + 9.

to

Allora )
B(t) < Celo D%t e [ty, 1y + 4.

DIM.: Fissato € > 0, poniamo w(t) = C + ¢ + fti v(s)p(s) ds. Vale allo-
ra w(ty) = C + ¢, w'(t) = v(t)p(t) < v(t)w(t) da cui w'(t)/w(t) < v(t).
Integrando tra %y e t otteniamo allora

log (é”?g) < /t:v(s) ds.

Basta prendere I'esponenziale e mandare ¢ — 0 per avere la tesi. Q.E.D.

Vediamo ora un tipico teorema di dipendenza continua dai dati. Consi-
deriamo due problemi di Cauchy

(P) { U’,(t) = f(t7u(t))7 (Q) { U/(t) = g(tvv(t))7

u(ty) = uo, v(ty) = v,
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con f, g che soddisfano le ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale su
un certo intorno rettangolare [a,b] X [c, d] di entrambi i dati iniziali.

Supponiamo che la soluzione u(t) del problema (P) sia definita su un
certo intorno destro [to, t + 6] di to. E un semplice esercizio verificare che
allora la soluzione v(t) di (@) ¢ definita almeno su [to, o + 0/2] a patto di
prendere il punto iniziale (t1,v1) sufficientemente vicino a (to,up) € a patto
che f sia sufficientemente vicina a g in norma uniforme sul rettangolo.

Proveremo la prossima volta che allora, se i dati iniziali e f e g sono
sufficitentemente wvicini, le soluzioni e le loro derivate sono wuniformemente
vicine in [tg, to + 0].

5 Lezione del 14/12/2009 (2 ore)

Mantenendo le notazioni della volta scorsa, possiamo provare il seguente

TEOREMA (di dipendenza continua dai dati): Fissati f, to, ug, per ogni
e > 0 esiste r > 0 tale che se |(t1,v1) — (to,uo)] < 7 e |lg — flloo < 7
(norma sul rettangolo [a,b] X [¢,d]), allora ||v— u||o + ||V —t/||ee < & (nOrme
sull’intervallo [to,tg + 0/2]).

In altre parole, se i dati dei problemi di Cauchy sono sufficientemente vi-
cing, le soluzioni e le loro derivate diventano arbitrariamente vicine in norma
uniforme in un intorno destro di tg.

DIM.: Cominciamo col dimostrare che la differenza delle soluzioni v — u
diventa piccola a piacere in norma uniforme, a patto di prendere |v; — uq,
[t1 — to] e ||g — f|eo sufficientemente piccoli. Dalle equazioni integrali

u(t) = wug —|—/t:f(s,u(s)) ds
v(t) = v+ /tg(s,u(s)) ds = vy + /to g(s,v(s) ds + /tg(s,v(s) ds

t1 t1 to

abbiamo la stima
[u(t) —o(t)] <

o = vi| + [to = Lal ([ flloo + [lg = Fllo) + /t (s, u(s)) = g(s,v(s)| ds.

Se L ¢ la costante di Lipschitz di f, I'ultimo integrale si puo stimare come
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segue:
[ 156506 = 05 ds <
[ 156.0060) = s, 0]+ 15:005) =gl 0(5)] s <

[ Lluts) — o)l s+ Sy~ fle

to

Posto ¢(t) := |v(t) — u(t)| e mettendo insieme i pezzi abbiamo allora

R t
o(0) = luo = 1] + (1o +llg = St = tol + 3y = Fllo + | Los) ds

to

da cui, usando il lemma di Gronwall:

)
Mﬂg(W“”“+UUMHw9—mmwr%d+ym—ﬂu)&m'

Si vede quindi che |||/ puo essere resa arbitrariamente piccola a patto di
prendere dati sufficientemente vicini.

Per mostrare che anche le derivate delle soluzioni diventano arbitraria-
mente vicine in norma uniforme usiamo una stima analoga:

[0'(t) = ()] = [ f(t,u(t) — g(t,v(t))] <
’f(t’u<t)) - f(taU@))‘ + |f(t7v(t)) - g(tvv(t))’ <
Llju = vl + I = glloo

da cui ||v) — ¥/]|e0 < L||t — v]|co + ||f — g|loo: il membro di destra puo essere
reso piccolo a piacere prendendo dati vicini! Q.E.D.

Passiamo ora a studiare in modo un po’ sistematico le soluzioni di un’equazione
lineare di ordine n. Per prima cosa, definiamo un operatore differenziale
lineare di ordine n: si tratta di un’applicazione lineare L : C"([a,b]) —
C°([a, b]) del tipo

Lx(t) = D"x(t) 4 ap_1 () D" 2(t) + apn_o D" 2x(t) 4 ... + a1 Dx(t) + agz(t),

ove D¥z(t) indica la derivata k-esima della funzione x(t), mentre ag, ay, . . ., ay_1 €
C°([a, b]) sono fissate funzioni continue.

Un’equazione differenziale lineare di ordine n associata a questo operato-
re ¢ del tipo Lz(t) = f(t), con f € C%([a,b]). Il problema di Cauchy relativo
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consiste nel trovare la soluzione dell’equazione che soddisfa un’n-upla di con-
dizioni iniziali del tipo x(ty) = zo,2'(ty) = x1,...,2™ Y (ty) = 2,_1, con
to € [a,b] e xo, 21, ..., 2, 1 fissati numeri reali.

Osserviamo per prima cosa che questo problema di Cauchy ha un’unica
soluzione globale definita sull’intero intervallo |a,b]: a questo scopo, basta
osservare che tale problema di Cauchy, indichiamolo con (P), & equivalente
al seguente, che coinvolge un sistema di n equazioni del primo ordine:

() = —an_1(t)xn_1(t) — an_oxn_o(t) + ... — ayx1(t) — apzo(t) + f(t)
Tho(t) = Tn-1(1)
Tp_3(t) = Tna()

(

(P/) ii(i)(;)xi(tx)nl
In,Q(to) = Tn—2

x1(to) = 21
L JTo(to) = 29

Infatti, la funzione xy(¢) data dal problema (P’) ¢ evidentemente una solu-
zione di (P). Viceversa, una soluzione z(t) del problema (P) assieme alle sue
derivate fino alla (n — 1)-esima forma 1'n-upla soluzione del sistema (P’).

Evidentemente, al sistema (P’) e applicabile il teorema di esistenza e
unicita globale: per ogni n-upla di dati iniziali esiste una ed una sola soluzione
definita sull’intero intervallo [a, b]. Lo stesso vale dunque per il problema di
Cauchy originale (P) per I'equazione di ordine n.

Stabilito che vale il risultato di esistenza e unicita, passiamo a studiare
la struttura dell’insieme delle soluzioni dell’equazione lineare Lx(t) = f(t).
Per farlo, partiamo dal caso dell’equazione omogenea Lx(t) = 0:

TEOREMA (Spazio delle soluzioni di un’equazione lineare omogenea di or-
dine n): Dato loperatore lineare L di cui sopra, l'insieme delle soluzioni
dell’equazione omogenea Lx(t) =0

V= {z(t): La(t) =0}

e uno spazio vettoriale reale di dimensione n. In particolare, n soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione omogenea generano l’intero insieme

V.

DIM.: E immediato verificare che una combinazione lineare di soluzioni del-
I'equazione omogenea € ancora una soluzione (& una conseguenza della linea-
rita della derivata): 'insieme V delle soluzioni ¢ dunque uno spazio vettoriale
reale.
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Fissiamo allora t( € [a, b] e consideriamo 1’applicazione

v. Yy — R"
z(t) — (z(to), 2 (to), 2" (t), ..., 2™ V(L))

che ad una soluzione x(t) associa il vettore dei suoi dati iniziali di Cauchy.
L’applicazione ¥ e evidentemente lineare: dico che si tratta di un isomor-
fismo di spazi vettoriali.
La suriettivita di W viene dal teorema di esistenza globale: qualunque
dato di Cauchy si scelga, esiste una soluzione.
se il vettore dei dati iniziali € nullo. Ora, la funzione identicamente nulla e
chiaramente una soluzione del problema di Cauchy per I’equazione omogenea
con dati nulli: grazie al risultato di unicita non ve ne sono altre. In altre
parole, ker ¥ = {0} e ¥ & un isomorfismo. Q.E.D.

COROLLARIO (Soluzioni di un’equazione lineare di ordine m completa):
Linsieme delle soluziont di un’equazione lineare di ordine n

W = {a(t) - Lx(t) = f()}

e uno spazio affine modellato sullo spazio vettoriale V delle soluzioni del-
lequazione omogenea associata. Precisamente, se x,(t) é una qualunque
soluzione particolare dell’equazione, allora

W = {x,(t) + xo(t) : Lxo(t) = 0}.

DIM.: Siano xy(t), zo(t) due soluzioni dell’equazione completa Lx(t) = f(t).
E immediato verificare che x1(t) — x2(t) & una soluzione dell’equazione omo-
genea Lz(t) = 0. Q.E.D.

Il teorema appena visto ci dice che per risolvere un’equazione lineare omo-
genea di ordine n e sufficiente trovarne n soluzioni linearmente indipendenti.

Un criterio per stabilire se n soluzioni sono, appunto, linearmente indi-
pendenti, coinvolge il determinante wronskiano:

PROPOSIZIONE (Wronskiano): Siano xi(t),...x,(t) soluzioni dell’equa-
zione lineare omogenea di ordine n Lx(t) = 0. Queste soluzioni sono linear-
mente indipendenti se e soltanto se il loro determinante wronskiano

x1(t) xa(t) oo xp(t)
W(t) =det | 2/(t)  x(t) Ll (t)
;plg’;_l)(t) .x.é’.‘_l)(t) . ¢;25—1><t)



non si annulla mai nell’intervallo [a, b)].

DIM.: Per ogni fissato ty € [a,b], W(ty) ¢ il determinante di una matrice
che ha come colonne i vettori dei dati iniziali dei problemi di Cauchy di
cui sono soluzioni z1(t), z2(t),...,z,(t). Ricordando l'isomorfismo lineare
U :V — R" definito nella dimostrazione del teorema si ha facilmente la tesi:
x1(t), ..., z,(t) formano una base di V se e solo se le loro immagini secondo
U (che sono le colonne della matrice) formano una base di R", cioe se e solo
se la matrice wronskiana € non singolare. Q.E.D.

Vedremo tra poco come trovare n soluzioni indipendenti di un’equazione
lineare a coefficienti costanti. 11 caso generale, purtroppo, non ¢ cosi roseo. . .

In compenso, se siamo in grado di risolvere I’equazione omogenea, c’¢ an-
che un metodo per trovare una soluzione particolare di un’equazione completa
Lz(t) = f(t):
TEOREMA (Metodo della variazione delle costanti): Data l’equazione linea-
re di ordine n Lx(t) = f(t), siano x1(t), xa(t), ..., x,(t) soluzioni linearmente
indipendenti dell’equazione omogenea associata. Allora esistono n funzioni

di classe C'([a,b]), C1(t),Ca(t),. .., Cu(t) che soddisfano il sistema

Ci(t)x1(t) + Ch(t)za(t) + ... + Cl(t)za(t) =0
Ci(t)z () + Ch(t)xh(t) + ...+ Ch(t)xl (t) =0
(¥) { CL(t)x{(t) + Cy(t)ay(t) + ...+ Cl(t)xi(t) =0

c1 B2 V@) + 02TV ) + .+ Ol () = F(b)

Si ha allora che la funzione x,(t) == Cy(t)x1(t) +Co(t)z2(t) +. . .4+ Cn(t)z, (1)
e una soluzione particolare dell’equazione completa.

6 Lezione del 16/12/2009 (2 ore)

DIM.: Mostriamo innanzitutto che il sistema (x) ¢ risolubile. Innanzitutto,
per ogni fissato t € certamente possibile trovare una n-upla di numeri reali
C1(t),...,C!(t) che soddisfano il sistema (che ¢ un onesto sistema algebrico
di equazioni lineari, di quelli studiati nel corso di algebra lineare!): la matrice
incompleta del sistema non e altro che la matrice wronskiana, che sappiamo
essere non singolare!

Inoltre, le soluzioni C(t),...,C)(t) sono funzioni continue di ¢: per ren-
dersene conto, basta ricordarsi come e fatta I’espressione dell’inversa di una
matrice non singolare n X n (i coefficienti della matrice da invertire sono
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funzioni continue di t...ed il determinante, che finisce a denominatore nell’e-
spressione dell’inversa, non si annulla mai per la proposizione precedente).
Siccome anche il vettore dei termini noti € continuo in ¢, 'asserto e provato.

A questo punto, per trovare C4(t), Cy(t),...,C,(t) basta prendere delle
primitive (arbitrarie) delle funzioni che abbiamo trovato risolvendo il sistema.

Non ci resta allora che far vedere che x,(t) = Cy(t)z1(t) + Ca(t)za(t) +
oo+ Cpu(t)x,(t) ¢ soluzione dell’equazione completa.

Calcoliamoci le derivate: usando la prima equazione del sistema si vede
subito che x;,(t) = C1(t)z}(t) + Ca(t)z5(t) + ... + Cp(t)r;,(t). Analogamente
avremo ,(t) = Cy(t)z](t) + Co(t)z5(t) + ... + Cy(t)z, (t) e pitt in generale
2P ) = 2P )+ Co®)2P W)+ 4+ C®)2F () per k =1,2,... ,n—1.

Invece
(1) = Cy ()2 (1) + Co(t)a5” (1) + ... + Cou(D)2™ (1) + F(1).

p

Sostituendo nell’espressione dell’operatore L si ottiene
Lz, (t) = Cy(t)Lxy (t) + Co(t) Las(t) + ... + Cp(t) L, (t) + f(t) = f(2),

dove si e usato il fatto che x;(t), x2(%), . .., x,(t) sono soluzioni dell’omogenea.
Q.E.D.

Vedremo ora come fare a trovare n soluzioni linearmente indipendenti di
un’equazione lineare omogenea a coefficienti costanti.

Per ragioni che saranno chiare tra un attimo, ci tornera utile cercare so-
luziont a valori complessi della nostra equazione differenziale. Una funzione
(di una variabile reale) a valori complessi si deriva nel modo ovvio: ponia-
mo per definizione D(a(t) + ib(t)) := Da(t) + iDb(t). A questo punto, ha
perfettamente senso cercare soluzioni a valori complessi dell’equazione omo-
genea Lz(t) = 0. Si noti poi che la parte reale e la parte immaginaria di una
soluzione complessa saranno soluzioni reali.

Altra cosa che ci servira sara saper fare ’esponenziale di un numero
complesso.

Ricordando lo sviluppo in serie di e€”, ¢ abbastanza naturale dare la
definizione seguente: se z € C, poniamo

oo,

z
e” = Z —
n!

n=0

Con ragionamenti non difficili si puo verificare che la serie esponenziale con-
verge per ogni z € C: l'idea e considereare un elemento di C come un vettore
di 2 numeri reali. La serie converge totalmente e quindi converge.
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Si puo anche far vedere, ma & un po’ pit complicato (vedi pitu avanti i
cenni che faremo sul prodotto alla Cauchy di serie...), che e*7%2 = ¢*1¢*2 per
cui il nome “esponenziale complesso” ¢ legittimo.

Cosa succede se calcoliamo ’esponenziale complesso di un numero imma-
ginario puro? Usando la definizione e ricordando le serie di Taylor di seno e
coseno, si vede subito che vale la formula di Eulero

e’ = cos B+ isinf.
In conclusione, avremo dunque
TP = ¢*(cos B + isin B).

[In alternativa, si potrebbe prendere questa formula come definizione, per la
verita un po’ misteriosa, di esponenziale complesso. Si verifichi per esercizio
che vale la proprieta dell’esponenziale richtamata sopra, cioé che si ha

6(041+i51)+(062+iﬁ2) _ 6041+i51 . 60424—2'[32‘]

Un’altra cosa che possiamo verificare senza difficolta ¢ che D(eM) = \e
anche per \ complesso.

Torniamo alle nostre equazioni lineari omogenee a coefficienti costanti:
sia dato 'operatore

Lx(t) := D"2(t) + ap_1 D" 'z(t) + an_o D" 2x(t) + ... + a1 Dx(t) + apx(t),

con agp, ai,...,a,_1 costanti reali fissate.
L’equazione caratteristica associata all’operatore L &, per definizione, 1’e-
quazione polinomiale nell’incognita A\ € C

AN+ ap N N+ ag = 0.

Per il teorema fondamentale dell’algebra, tale equazione possiede n radici
complesse Aj, Ag, ..., A, (non necessariamente tutte distinte). E immediato
verificare che le radici caratteristiche permettono di fattorizzare 'operatore
L nel prodotto di n operatori lineari a coefficienti costanti del primo ordine:

La(t) = (H(D — M)) z(t),

dove I e 'identita. In particolare, si noti che gli operatori del primo ordine
che compaiono in questa fattorizzazione commutano tra loro.
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Usando questa fattorizzazione dell’operatore si vede subito che

PROPOSIZIONE (Soluzioni esponenziali di un’equazione lineare omogenea
a coefficienti costanti): Una funzione del tipo e\ ¢ soluzione (a valori com-
plessi) dell’equazione omogenea a coefficienti costanti Lx(t) = 0 se e solo se
A e una delle radici caratteristiche dell’operatore L. Inoltre, se Ay, Ag, ..., A\
sono radici caratteristiche distinte, allora le soluzioni eMt, et ... eM?! sono
linearmente indipendenta.

DIM.: Sia \; una delle radici dell’equazione caratteristica. Allora (D —
NDeM = (A — \)eM: il risultato & nullo se e solo se A = );. Usando la
fattorizzazione dell’operatore deduciamo allora che

n

LM =M (A =N :

i=1

eM & soluzione dell’equazione omogenea se e soltanto se A ¢ una delle radici

dell’equazione caratteristica.

Mostriamo che k soluzioni di questo tipo eM?, ..., et con Ai,..., A\
tutti distinti, sono linearmente indipendenti. Supponiamo infatti che valga
I'identita

Axt

CreMt 4+ Cue?t + ..+ Cle™t = 0.
Moltiplicando per e *! e derivando si ottiene
Cl()\1—)\k)e()\li)\k)t—i‘CQ()\z—)\k)e()qi/\k)t—i‘. . .—|—Ck,1(/\kfl—)\k)e()\kfli/\k)t =0.

A—1—=Ak)t

Moltiplichiamo poi per e~ e deriviamo nuovamente:

Cl()\1—)\k)(Al—)\kfl)e()\l_)\kfl)t—ﬁ . .+Ck;72()\kfz_)\k-)()\k72_)\k71>6(Ak72_)\k71)t =0.
Ripetendo il giochetto per k volte arriviamo all’espressione
CrA — M)A = A1) (AL = Apea) o (A = Ag)eai=22)t =

da cui ¢} = 0. In maniera del tutto analoga (basta permutare gli indici...)
si dimostra che Cy = C3 = ... = C, = 0: le soluzioni sono indipendenti.
Q.E.D.

OSSERVAZIONE: Che fare se ci sono radici multiple dell’equazione caratte-
ristica.

Grazie alla proposizione appena dimostrata, siamo in grado di trovare n
soluzioni indipendenti (a valori complessi) di un’equazione lineare omogenea
di ordine n la cui equazione caratteristica abbia radicit distinte. Queste si
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trasformano poi facilmente in n soluzioni reali linearmente indipendenti, che
come sappiamo generano l'intero spazio delle soluzioni.

Se infatti I’equazione caratteristica ha una radice complessa A = o + 103,
vi ¢ anche la coniugata A = a — i3 (perché l'equazione caratteristica ha
coefficienti reali). Ma allora

At At
et +e
——— = e%cosft
2
At At
et —e ,
: = e sinft
21

sono due soluzioni reali che generano lo stesso sottospazio. . .

Pit complicato e il caso in cui vi siano radici caratteristiche con mol-
teplicita maggiore di 1: supponiamo che il polinomio caratteristico sia del
tipo

A=A (A=A (A= )k,

ove evidentemente si avra pq + ps + ... + p. = n. La fattorizzazione dell’o-
peratore ha ora dei fattori ripetuti:

La(t) = (H(D - M)M) x(t).

i=1

Mostriamo che sotto queste condizioni le funzioni t*e*i* sono soluzioni
dell’equazione per ogni ¢« = 1,...,r e per ogni k = 0,1,...,u; — 1: si ha
infatti (D — N\ I)(tFer?) = ktF~leit da cui iterando (D — N\ 1)k (theit) = Kletit
e (D — NI)FFL(tkerit) = 0.

In questo modo, ci siamo fabbricati esattamente n soluzioni dell’equazio-
ne omogenea: se dimostraimo che sono linearmente indipendenti, abbiamo
finito! Vedremo la prossima volta che lo sono. ..

7 Lezione del 18/12/2009 (2 ore)

Dimostriamo che le n soluzioni che abbiamo trovato la volta scorsa per
un’equazione lineare omogenea di ordine n, sono effettivamente indipendenti.

Una relazione di dipendenza lineare tra di esse ha la forma Py(t)eM! +
Py(t)er® .+ P.(t)eMt = 0, dove Py, Py, ..., P, sono polinomi a coefficienti
complessi e il grado di P; ¢ strettamente minore di p;. Supponiamo per assur-
do che, per esempio, P; non sia identicamente nullo. Allora moltiplichiamo
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At e deriviamo p, volte: troviamo un’identita del tipo

Ql(t)e(kl—)\r)t + Q2<t)e(>\2—)\r)t + o + Qr_l(t)e()\r_l—)\r)t — 07

per e~

ove i (); sono ancora polinomi di grado minore di pu;, ed il grado di @)y e
esattamente uguale a quello di P;. Ripetendo il trucco, arriviamo all’espres-
sione assurda R;(t)e®1 2 = 0, ove R; ha lo stesso grado di P;. Le soluzioni
trovate sono dunque indipendenti!

ESEMPIO: Si consideri I'equazione omogenea y™) 4+ 2y + 4" = 0. L’equa-
zione caratteristica ¢ M1 + 2\7 + A3 = A3(A! 4 1)? = 0, che ha come radici
‘/75 + 2‘/75 e —@ + i?, ciascuna con molteplicita 2, e poi 0 con molteplicita
3. La soluzione generale ¢ quindi

2 2 2 2
y(t) = egt(Cl cos %t + Cht cos gt + C5sin gt + Cytsin gt) +

- 2 2 2 2
eTﬁt(C% coS \/7_75 + Cgt cos \/T_t + C;sin gt + Cgt sin \/T_t) +
Cy + Ciot + Cy1t?.

OSSERVAZIONE: Equazioni complete con f(t) = P(t)eM, P polinomio di
grado qualunque. \ € C.

Ora abbiamo una ricetta generale per risolvere un’equazione lineare omo-
genea a coefficienti costanti. Se ’equazione € poi completa, il metodo della
variazione delle costanti ci permette di trovarne una soluzione particolare:
anche in questo caso, in linea di principio, siamo capaci di trovare tutte le
soluzioni!

Purtroppo, in pratica, il metodo della variazione delle costanti conduce
spesso a calcoli complicati ed antipatici. In molti casi di interesse, esistono
modi piu veloci per trovare una soluzione particolare di un’equazione lineare
non omogenea.

Uno di questi casi e quello in cui il secondo membro dell’equazione & della
forma f(t) = P(t)eM, dove P ¢ un polinomio e X\ un numero complesso. In
questo caso, abbiamo a disposizione il cosiddetto metodo degli annichilator:
o di somiglianza: a parte alcuni casi “degeneri” che vedremo tra un attimo,
esiste una soluzione particolare dello stesso tipo del secondo membro, ossia
del tipo xp(t) = Q(t)eM, ove Q & un polinomio dello stesso grado di Q. Per
trovare la soluzione particolare e allora sufficiente sostituire nell’equazione
per determinare i coefficienti del polinomio Q(t).

I soli casi in cui non esiste una soluzione di questo tipo sono quelli in cui
f(t) € una soluzione dell’equazione omogenea, cioe se Lf(t) = 0...ma come
vedremo anche in questi casi il problema si aggira molto facilmente!
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L’osservazione fondamentale per trovare soluzioni particolari di questo
tipo & che il secondo membro f(t) & soluzione di un’opportuna equazione
lineare omogenea Mz (t) = 0: basta prendere un qualunque operatore lineare
a coefficienti costanti M di cui A sia una radice caratteristica di molteplicita
maggiore del grado del polinomio P(t).

Da questo si ricava che una qualunque soluzione particolare dell’equa-
zione Lx(t) = f(t) & anche soluzione dell’equazione omogenea a coefficienti
costanti (LM)z(t) = 0. Le radici caratteristiche dell’operatore LM sono
semplicemente 1'unione di quelle di L e di quelle di M (e la molteplicita di
una di esse ¢ la somma delle molteplicita con cui compare in L ed in M).

Ne ricaviamo la seguente semplice ricetta:

St voglia trovare una soluzione particolare dell’equazione lineare a coefficienti
costanti Lz(t) = P(t)e*, con A € C e P(t) polinomio di grado n. Allora

e Se \ non é una radice caratteristica di L, cerchiamo una soluzione del
tipo

con @ polinomio di grado n.

e Se \ ¢ una radice caratteristi ca di L di molteplicita j, cerchiamo una
soluzione del tipo

wp(t) = tQ(t)e,

con @ polinomio di grado n.

Per concludere la discussione sulle equazioni lineari, vogliamo esaminare
il caso dei sistemi linear: del primo ordine a coefficienti costanti. Un sistema
di n equazioni del primo ordine in n incognite, la cui matrice dei coefficienti
sia invertibile, si puo ridurre ad un’equazione di ordine n.

Esiste perdo un meto alternativo piuttosto attraente per risolverlo, che
coinvolge il concetto di esponenziale di una matrice. Esattamente come
abbiamo fatto nella definizione dell’esponenziale di un numero complesso,
possiamo definire ’esponenziale di una matrice tramite una serie:

DEFINIZIONE (Esponenziale di una matrice quadrata): Data una matrice
n x n A, il suo esponenziale e? & la matrice n x n definita da

© Ak
A._ A
e’ = —.
k!
k=1

La convergenza della serie si deduce dalla convergenza della serie delle

o0 o
Ak Al* . . . . . .
norme ”k—,” <> % = el Ricordiamo infatti che lo spazio vettoriale
k=1 k=1

28



delle matrici n X n & uno spazio completo (isomorfo a R”Q), se lo dotiamo
n
per esempio della norma (' ||A]| ;= 3 |a;| (la quale soddisfa ||AB| <
ij=1
IA[l - [[BI)-
L’esponenziale di matrici permette di risolvere sistemi lineari omogenei
di equazioni del primo ordine:

PROPOSIZIONE (Sistemi di equazioni lineari e omogenee del primo ordine
a coefficienti costanti): Sia A una matrice quadrata a coefficienti reali. Allora
la soluzione del problema di Cauchy

{ x'(t) = Az(t)
z(0) = xg

¢ data da x(t) = exy.

DIM.: Abbiamo, per definizione

serie che converge totalmente (e quindi uniformemente) su qualunque in-
tervallo compatto di R. Inoltre, questa funzione soddisfa la condizione
iniziale.

Siccome anche la serie delle derivate ha la stessa proprieta di convergenza
totale, possiamo derivare termine a termine:

> k=1 Ak g
tA I 0 At
(e xg) = ,}1 o A- e

e la nostra candidata soluzione soddisfa ’equazione differenziale. Q.E.D.

Come si vede, se sappiamo calcolare ’esponenziale di matrici sappiamo
anche risolvere i sistemi lineari. Vi sono molti metodi per farlo: accenneremo
ora brevemente a uno di questi (che non ¢ certo il piu efficiente dal punto di
vista numerico, ma ¢ comunque istruttivo).

Cominciamo con l’enunciare alcuni semplici risultati sull’esponenziale di
matrici: intanto, I’esponenziale di una matrice diagonale si calcola immedia-
tamente. Infatti, se A = diag (A1, A2, ..., \,) si ha AX = diag (AF, A5 ... AF)
e quindi e = diag (e et*2, ... et*r).

Questo consente di calcolare I'esponenziale di una matrice diagonalizzabile
A: abbiamo infatti A = TA'T~!, con A’ diagonale e T invertibile. Allora si
vede subito che et4 = TetA'T—1.

Vedremo dopo le feste come calcolare I’esponenziale di una matrice qua-
lunque!
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8 Lezione del 8/1/2010 (2 ore)

Cominciamo...bene 'anno 2010 dimostrando qualche proprieta elementare
dell’esponenziale di matrici.

Una cosa che certamente ameremmo fosse vera ¢ la seguente: eAt? =
edeP. Questo purtroppo puo essere falso. . . ma vale sempre quando le matrici
commutano, cioe se AB = BA.

Per poterlo dimostrare, ¢ necessario introdurre il prodotto alla Cauchy di

due serie. Precisamente, abbiamo il seguente

TEOREMA (Prodotto alla Cauchy di due serie): Siano Y ;- x, > peq bk
due serie convergenti, la prima delle quali sia anche assolutamente conver-
gente. Allora la serie Y ;- ¢y, ove

n
C -— E ahbk,h
h=0

converge al prodotto delle due serie originali.

OSSERVAZIONE: Abbiamo enunciato il teorema per il prodotto di due serie
a termini reali (o complessi). Esso perd vale, con identica dimostrazione,
anche per serie a termini matrici (se per “convergenza assoluta” intendiamo
la, convergenza della serie delle norme delle matrici): chi avra la pazienza di
seguire la dimostrazione, vedra non si usa mai la commutativita del prodotto.
L’unica proprieta che serve (e che & vera per le matrici) ¢ il fatto che la norma
del prodotto € minore o uguale al prodotto delle norme.

In classe, non abbiamo visto la dimostrazione del teorema. La riportiamo
comunque in questi appunti. Ci serve un lemma:

LEMMA: Indichiamo con A,, A, B,, B la somma parziale e la somma delle
serie di cui sopra, e con C, le somme parziali della serie prodotto. Allora si

ha .
Cn = Z an_kBk,.
k=0
DIM.: Abbiamo
n J n n
C, = agbj_i = ag » bj_p =
j=0 k=0 k=0 =k

n n
E ap B = E Ap—p Bh.
k=0 h=0
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ove abbiamo scambiato 'ordine delle due somme e, nell’ultimo passaggio,
posto h =n — k. Q.E.D.

DIM. del Teorema: Dobbiamo far vedere che C,, — AB. Abbiamo, ricordan-
do il lemma

G — AB| =Y _an_Bx — AB| =

k=0
n

1> ani(Bi = B)+ () _ani— A)B| =

k=0

> auk(Be— B) + (4, — A)B| <
k=0

D lanil|Bi = Bl+ Y lan—|[Bi = Bl| +|A, — Al| B

k=0 k=v+1

ove v < m.
Dato € > 0, scegliamo v in modo che |By, — B| < ¢, |Ax — A| < € per ogni
k > v. Si ha allora, per ogni n < v

G — AB| <> |an—il|Bx = Bl + () _ |ax| + |B]).
k=0 k=0

Per stimare il primo termine a secondo membro, poniamo M = sup{|B,—B] :
k € N} e osserviamo che |ag| — 0 per K — +oo (termine generale di una
serie convergente): ne segue che per k abbastanza grande si ha |ax| < 5.
Otteniamo dunque la seguente stima: per n abbastanza grande vale

G — AB| < e(M + ) |ag| + |B)).
k=0

Q.E.D.
Siamo ora in grado di dimostrare le seguenti proprieta dell’esponenziale
di matrici:

PROPOSIZIONE (Proprieta elementari dell’esponenziale di matrici):

(i) Se A ¢ una matrice quadrata e T ¢é una matrice invertibile, allora
6t(TAT_l) — TetAT-1

(ii) Se A e B sono due matrici che commutano, ossia se AB = BA, allora

PMA+B) _ A LB
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tA)=1 — ot4,

(iii) e ¢ invertibile e si ha (e
DIM.: La (i) ¢ una conseguenza immediata della definizione, in quanto
(TAT-Y)* = TA*T-1. La (iii) ¢ una conseguenza immediata della (ii)
prendendo B = —A: si ottiene infatti [ = ¢® = ef® . ¢4,

Mostrare che vale la (ii) ¢ un po’ piu complicato e richiede 1'uso del
prodotto alla Cauchy di due serie di potenze. Abbiamo infatti

X kAR [tk Bk S | B
(Z T )(Z T )ZZ“ZEWAW ‘=

k=0 k=0 k=0 h=0
t* hkeh Nt k _ _t(A+B)
> Z()AB =Y LA+ By =),
k=0 k=0

dove si ¢ usata la formula del binomio di Newton (che, come si verifica
immediatamente, vale a patto che le matrici commutino). Q.E.D.

Ci sono matrici il cui esponenziale si calcola facilmente: per esempio, le
matrici diagonali. Se A = diag (A1, Ay, ..., \,) siha AKX = diag (\}, N5, ... \F)
e quindi e = diag (e, 2 ... e™). Questo consente di calcolare I'espo-
nenziale di una matrice diagonalizzabile A: abbiamo infatti A = T—1A'T
con A’ diagonale e T invertibile. Allora e si calcola subito usando la (i)
della proposizione precedente.

Un risultato simile vale quando la matrice A & una matrice a blocchi dia-
gonali, ossia una matrice che ha solo blocchi quadrati sulla diagonale: A =
diag (Aq, Ag, ..., Ag), ove Ay, As, ... Aj sono matrici quadrate (non necessa-
riamente della stessa dimensione). Allora e!* = diag (e!4,et42 ... et4r),

E poi relativamente facile anche calcolare esponenziale di una Shift Ma-
trix (o matrice nilpotente canonica), ossia una matrice n x n i cui soli termini
non nulli sono sulla sopradiagonale e valgono tutti 1: N = (§;;_1). Si ha

T Ho)

T2 T3
N =

Tp—1 L

Tn 0

per cui N" = O Ne segue che 'esponenziale di N ¢ in realta una somma

finita: etV Z tkAk. Dalle semplici espressioni di N*, si vede anche che
=0
I’esponenziale d1 A e una altrettanto semplice matrice triangolare superiore

a coefficienti polinomi. . .

ESEMPI:
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. 2 0 tA €2t 0
1. SeA—(O 3),allorae _(O KL

2. Esponenziale di una shift matrix 2x2: se N = 01 ) abbiamo N? =

0 0

0. AlloraetN:]—i—tN:((l] i)

3. B = ( g ; > Si ha B = 2] + N. Siccome I commuta con tutto,

: tB 2t 1\ tN e te*
abbiamo e'” = (e*I)e!" = 0 o2t

calcolo di esponenziale di un blocco di Jordan (vedi poco sotto).

). Questo e un esempio di

4. Se C' = ( (1) (1) ), si ha C? = C. Scrivendo la serie si vede subito
el el —1

che ! = I + (et — 1)C = 0 1 Questa matrice ci for-

nisce un esempio del fatto che non sempre e!A+8) = et4etB  Infatti

tC = ( é 8 ) + ( 8 g >, matrici che non commutano e che hanno

¢
rispettivamente come esponenziali ( 8 (1) ) e < (1] i ) Il prodotto

di queste due matrici non coincide con ef“.

Veniamo al caso generale: una qualunque matrice n X n A puo essere ri-
dotta in forma canonica di Jordan: esiste cioe una matrice invertibile T tale
che A =TAT™! ove A = diag (J1, Jo,...,Jp) e i blocchi di Jordan J; so-
no blocchi quadrati (non necessariamente della stessa dimensione), ciascuno
dei quali ha un coefficiente \; (numero complesso eventualmente nullo, uno
degli autovalori della matrice) sulla diagonale, e degli 1 sulla sopradiagonale.
Abbiamo cioe J; = \;I + N, ove N e la shift matrix dello stesso ordine del
blocco.

Ovviamente, per calcolare I'esponenziale di A basta calcolare quello di A’,
che a sua volta si ricostruisce dall’esponenziale dei blocchi di Jordan. Infine,
grazie al fatto che I ed N commutano, abbiamo che e!’i = etV

ESEMPIO: Vediamo un semplice esempio con una matrice diagonalizzabi-

le. La matrice A = ( 2 1

0 3 ) ha autovalori 2 e 3, ed ¢ quindi diagona-
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lizzabile: si ha infatti A = TAT! con T = 1 (1) , Al = ( 3 0 ),

0 2
2 3t ot
T! = ( (1) 1_1 ) Allora et4 = TetA T = < 8 ZSt ‘ )

Concludiamo questo discorsetto occupandoci della risoluzione di un siste-
ma lineare a coefficienti costanti non omogeneo: si voglia risolvere il problema

di Cauchy
{ '(t) — Ax(t) = f(t)
z(0) = z¢

tA

Moltiplicando I'equazione per e~** si ottiene

d

(e (D) = e (1)

da cui integrando tra 0 e t otteniamo la formula risolutiva

t
z(t) = ey + etA/ e 4 f(s) ds.
0

9 Lezione del 11/1/2010 (2 ore)

Archiviato ’esponenziale di matrici, come ultimo argomento di questo cor-
so proponiamo un’introduzione elementare alla teoria delle serie di Fourier,
con qualche semplice applicazione alla risoluzione di equazioni alle derivate
parziali.

Il problema ¢ in un certo senso analogo a quello delle serie di Taylor: in
quel caso si voleva approssimare una funzione regolare con polinomi, men-
tre ora siamo interessati all’approssimazione di una funzione periodica con
polinomi trigonometrici.

Ricordiamo che una funzione f : R — R & T-periodica se vale che f(x +
T) = f(z) per ogni x € R. Il periodo di f ¢ allora il minimo valore di T" per
cui vale questa relazione.

Evidentemente, data una funzione periodica f non e restrittivo supporre
che il suo periodo sia 27: basta eventualmente comporre con il cambio di va-
riabili z — %x Ora, le piu semplici funzioni 27-periodiche sono le funzioni
sinx e cosz: si tratta di funzioni diffusissime “in natura” (si pensi agli oscil-
latori armonici, ai circuiti LC', alla proiezione di un moto circolare uniforme
sugli assi...). Per ottenere funzioni 27-periodiche di forma “piu complicata”,
possiamo divertirci a sommare alle funzioni seno e coseno altre oscillazioni
sinusoidali di frequenza multipla: otteniamo cosi i polinomi trigonometrici:
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DEFINIZIONE: Un polinomio trigonometrico € una funzione del tipo

N
% + nz%[an cos nx + by, sin na],

dove ag,...,ay,by,...b, sono coefficienti reali. Piu precisamente, 1’espres-
sione scritta sopra corrisponde ad un polinomio trigonometrico di grado
< N.

L’idea di base delle serie di Fourier e che ogni funzione sufficientemente
regolare si puo scrivere come una serie, la cui somma parziale n-esima ¢ un
polinomio trigonometrico di “grado” n (per ogni n): in altre parole, data una
“decente” funzione periodica di periodo 2w, f(x), vorremmo poter scrivere

+oo
Qo .
(%) f(zx) = ) + Z[an cosnx + b, sinnx],

n=0

con una scelta opportuna dei coefficienti a,, b,,.

Come piccolo “test di plausibilita” sulla decomponibilita di una qualun-
que funzione in somma di sinusoidi, potete mettervi a giocare un po’ con un
programmino javaE| che ho scritto proprio a questo scopo

() Analisi di Fourier BIEIE)
W

Distance=0.2835

| W

-25dB t

Sound anjoff Harmonics: 12 \J J >

Wave Form: Sawtooth =

Assodato che la decomposizione in somma di sinusoidi e possibile, non e
difficile riuscire a “indovinare” come devono essere calcolati i coefficienti a,,
e by, affinché la (x) sia (sperabilmente) vera. Cominciamo con l'osservare che

3http://profs.sci.univr.it/~baldo/divulgazione/Fourier_bis/fourier.html
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valgono le seguenti relazioni di ortogonalita: se m,n € N
™
( * ) / COS NT Cos MT dT = T,
™
/ sin nx sinmx dr = T,

™
/ sin nx cosmx dx = 0,

—T

dove 0y, ¢ il simbolo di Kronecker (vale 1 se m =n, 0 se m # n).
Per dimostrare le relazioni di ortogonalita, basta usare semplici identita

come
1
COSNE COSMT = 3 [cos(n — m)zx + cos(n + m)z]

Ci si chiedera perché le relazioni scritte sopra si chiamino relazioni di
ortogonalita. La ragione ¢ abbastanza semplice:

DEFINIZIONE (Prodotto scalare e norma L?): Sullo spazio vettoriale C°(27)
delle funzioni continue e 27-periodiche, possiamo definire il seguente prodotto
scalare:

<ﬁg>=/fﬂwmmdm

E facile vedere che si tratta proprio di un prodotto scalare: ¢ una forma
bilineare, simmetrica e definita positiva. Le relazioni di ortogonalita dicono
proprio che le funzioni trigonometriche sono mutuamente ortogonali rispetto
a questo prodotto scalare.

A questo prodotto scalare corrisponde la cosiddetta norma L?:

|VMﬂz<ﬁf>=/’ﬁ@wm

Procediamo ora in maniera euristica. Supponiamo che valga la (*), mol-
tiplichiamo ambo i membri dell’'uguaglianza per cos kx (o per sin kx) e inte-
griamo tra —7 e 7: se la convergenza della serie ¢ sufficientemente “buona’”,
¢ ragionevole attendersi che si possa scambiare il segno di integrale con quello
di serie. Dalle relazioni di ortogonalita troviamo allora facilmente che deve
essere

1 [" 1 ("
(xx) ap = —/ f(z)coskx dx, by =— f(z)sinkx dz, Vk € N.
T ), TJ
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Si noti che per rendere rigoroso questo ragionamento sarebbe necessario
sapere che la serie converge uniformemente ad f, per poter scambiare i sim-
boli di serie ed integrale... Il nostro punto di vista sara pero diverso: data
una funzione f per cui sia possibile calcolare i coefficienti di Fourier a; e by
con le formule (%), scriviamo la serie di Fourier (x) con quei coefficienti, e
ci chiediamo sotto quali condizioni essa converge, e converge proprio a f(z).

Per poter dimostrare dei teoremi di convergenza, che vedremo la prossima
volta, avremo bisogno di due lemmi. La dimostrazione del primo ¢ lasciata
come facile esercizio (si puo fare per induzione su k, oppure scrivendo le
funzioni trigonometriche con gli esponenziali complessi ed usando la formula
per la somma della progressione geometrica).

LEMMA 1: Se k=1,2,3,..., vale la sequente identita

1 sin((k + Ha
— 4+ cosa + cos2a +cos3a+ ...+ coska = M
2 2s1n%

Grazie a questo lemma, possiamo ottenere facilmente un’espressione della
somma parziale N-esima della serie di Fourier: se denotiamo con Sy tale
somma parziale, ricordando la definizione (**) dei coefficienti di Fourier si
ottiene facilmente:

Sny(z) = /f Zcosn —x)] du =
fx—l—u +Zcosn

/ fa s1n(N+ S du,

© 2sin¥ sin 3
dove abbiamo usato il cambio di variabili v =y — x ed il Lemma 1.

Il seguente lemma ci dara poi una caratterizzazione molto espressiva della
somma parziale N-esima di una serie di Fourier come migliore approssima-
zione di f con polinomi trigonometrici di grado < NN, nel senso che si tratta
del polinomio trigonometrico di grado < N piu vicino ad f nella distanza
definita dalla norma L2.

LEMMAZ2 (Disuguaglianza di Bessel): Sia f una funzione 2m-periodica, limi-
tata ed integrabile secondo Riemann sull’intervallo [—m,m|. Allora, indicati
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con ay, by 1 coefficienti di Fourier di f si ha

~+o0 T
By @<t [(uwra
k=1

—Tr

In particolare, i coefficienti di Fourier ay e by tendono a zero per k — 4o00.

DIM.: Indichiamo con Sy (z) la somma parziale N-esima della serie di Fourier

di f:
N
Sn(z) = % 4 Z[an cosnx + b, sin nx].
2

n=1
Sp(x) € evidentemente un polinomio trigonometrico di grado < N. No-
tiamo che, grazie alle relazioni di ortogonalita, una base ortonormale(rispetto
al prodotto scalare L?) del sottospazio vettoriale dei polinomi trigonometrici
di grado < N e data dalle funzioni

1 1
cos N, sinnx per n=1,...,N.

\/%\/_ VT

Se ne deduce immediatamente che Sy(x) € la proiezione ortogonale della
funzione f sul sottospazio dei polinomi trigonometrici di grado < N, in altre
parole e il punto di tale sottospazio pit vicino a f.

Infatti, se W & un sottospazio vettoriale e {wy, ws, ..., wg} € una sua base
ortonormale, si vede subito che la proiezione ortogonale di un vettore v su W

& data da pw (v) = SO0, < v,wy, > wy, e che ||[pw (V)| = Soh (< v, wy, >)2.
Nel nostro caso particolare, abbiamo

<f L > \/?
y T - =a
V2T 2"

<f\/_cos/<:t> = /7y

<f\/_smkt> = /by

da cui otteniamo anche
a% 2
1Sn]72 = m{=} +Z + by) }-

In particolare, visto che la proiezione riduce la norma:
a2 ] T
w2+ Y (a4 ) = ISwl <A = [ ) do
k=1 -
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come volevasi dimostrare.
Lo stesso risultato si puo ottenere con un brutalissimo conto diretto: lo
vedremo la prossima volta.

10 Lezione del 13/1/2010 (2 ore)

Ridimostriamo la disuguaglianza di Bessel con un contazzo diretto:
Abbiamo

4 o<t / "[F(@) = Sw(@)]? do =

%/:r]ﬂ(ﬂx) dx+%/::512v($) dx—%/_if(I)SN(I) dz.

Ricordando le relazioni di ortogonalita (x * %) troviamo:

1 [7 a? al
- 52 dr = -0 2 b2
) . N(I> L 2 + ;[an + n]
(perché gli integrali dei doppi prodotti si annullano tutti...), e tenendo conto
anche della definizione (xx) dei coefficienti di Fourier

_% g f(z)Sn(z) de = =2 <% + ;[ai + bi]) )

Sostituendo queste due identita in (A) e facendo tendere N — +o0 si ha

subito la disuguaglianza voluta.
+00
La disuguaglianza ci dice, in particolare, dice che le serie numeriche >~ a?
n=1

+00

e > b2 sono entrambe convergenti. Da questo (per la condizione necessaria
n=1

di convergenza di una serie) segue che i coefficienti di Fourier devono tendere

a 0 per n — +o00. Q.E.D.

Prima di enunciare e dimostrare un teorema di convergenza, spendiamo
pero due parole sull’estrema importanza applicativa delle serie di Fourier. In
buona sostanza, esse ci permettono di scomporre un segnale periodico co-
munque complicato, nella somma di segnali sinusoidali di frequenza multipla
di quella del segnale originale. Questo permette, per esempio, di costruire ef-
ficaci algoritmi di compressione di un segnale acustico (si pensi allo standard
MP3), oppure di immagini (algoritmo JPEG: le immagini NON sono periodi-
che, ma una funzione definita su un intervallo puo sempre essere prolungata
periodicamente a tutta la retta reale...).
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Fatto forse ancora piu interessante, il nostro orecchio sostanzialmente non
fa altro che calcolare i coefficienti di Fourier dei segnali acustici che gli arriva-
no: nella coclea (porzione dell’orecchio interno) ci sono dei gruppi di cellule
specializzate, ciascuno dei quali e in grado di entrare in risonanza solo con
un ristretto intervallo di frequenze... Utilizzando lo strumento teorico delle
serie di Fourier, siamo quindi in grado di capire perché anche un bambino
stonato ¢ in grado di percepire un intervallo di ottava o di quinta: nella
nota suonata da uno strumento musicale sono presenti (in varia misura, di-
pendente dal timbro dello strumento) anche le frequenze multiple di quella
originale. Se suoniamo due note le cui frequenze stanno in rapporti semplici,
vi sono “fin da subito” multipli comuni, per cui il nostro cervello & piu che
disposto a trovare gradevole I'accordo: si noti che la ragione e fisiologica e
non semplicemente culturale...

Infine, come vedremo, le serie di Fourier sono utili nella soluzione di alcune
importanti equazioni alle derivate parziali della fisica matematica: in effetti,
e proprio questa la motivazione iniziale che ha portato alla loro introduzione
(Fourier ha scritto la prima...serie di Fourier studiando il problema della
conduzione del calore).

Un tipico risultato di convergenza per le serie di Fourier e il seguente:

TEOREMA (Convergenza delle serie di Fourier): Sia f : R — R una fun-
zione 2m-periodica derivabile con derivata continua. Allora la serie di Fourier
di f converge a f(x) per ogni x reale.

OSSERVAZIONE: Le ipotesi che abbiamo fatto su f sono piuttosto forti:
infatti che per poter scrivere i coefficienti di Fourier di f, e sufficiente che
la funzione sia limitata ed integrabile secondo Riemann in [—m, 7]. D’altra
parte, il teorema comprende un’ipotesi sulla derivata di f...

In effetti, neanche la continuita di f sarebbe sufficiente a garantire la
convergenza: esistono funzioni continue periodiche la cui serie di Fourier
non converge in moltissimi punti, anche se & possibile (ma MOLTO difficile)
dimostrare che vi & sempre convergenza in “quasi tutti” i punti (dove alla
parola “quasi” si puo dare un ben preciso significato matematico).

Il teorema si puo pero migliorare senza complicare eccessivamente la di-
mostrazione: si puo far vedere che vi ¢ convergenza della serie di Fourier ad
f(z) purché f sia regolare a tratti: supponiamo che in ogni periodo ci sia
al pit un numero finito di punti di discontinuta di salto (con limite destro
e sinistro finiti sia per la funzione che per la derivata), piu eventualmente
un numero finito di punti angolosi (con derivata destra e sinistra finite ma
diverse). In tutti gli altri punti la funzione deve essere derivabile con derivata
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continua. Per una funzione siffatta, la serie di Fourier converge ad f(z) in
tutti i punti che non siano di salto. Nei punti di salto, la serie converge alla
media aritmetica tra il limite destro e il limite sinistro.

Per sperimentare un po’ sulla convergenza delle serie di Fourier, potete
utilizzare un foglio GeoGebraﬁ che permette di visualizzare le somme par-
ziali della serie di Fourier di una funzione data: ovviamente, i coefficienti di
Fourier sono approssimati (con un metodo noto come DFT - discrete Fou-
rier transform)! Il programma interpreta la funzione data dall’utente come
la definizione della funzione periodica tra 0 e 27 (nel senso che la estende
periodicamente fuori da tale intervallo).

Serie di Fourier

@

Numero Armaoniche
n=18 AMPIEZZE £ ¥ Funzione

—_—— ¥ Approssimaz. Trigonometrica
[ Differenza al Quadrato

— sl

| cambia f(x) fos

| Esempi... %]

Sisto Baldo, Created with GeoGebra

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI CONVERGENZA DELLE SERIE
DI FOURIER: Cominciamo a dimostrare il teorema nel caso in cui f(z) sia
una funzione continua con derivata continua: vedremo poi come adattare la
dimostrazione al caso generale di una funzione regolare a tratti.

Siccome si ha evidentemente

1 1 &
= Z -1
- /W[Z + ;:1 cosn(y)] dy =1,

ricordando la formula integrale per Sy(z) trovata la volta scorsa possiamo
scrivere

(B) SN(x)_f@):%/_ﬂ fle+y)— f(2)

in ¥
2 sin 5

1
sin(N + §)y dy.

4http://profs.sci.univr.it/~baldo/divulgazione/dft/dft.html
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Poniamo allora
flety) — flz)

in ¥
281112

9(y) =

Questa ¢ una funzione continua su tutto l'intervallo di periodicita (in parti-
colare, per y — 0 la funzione tende a f'(z)), e la (B) diventa:

Sw(a) — f(a) = L / " g(y)sin(y/2) cos Ny dy +

T™J %

1 [7 .
;/ g(y) cos(y/2) sin Ny dy.
La disuguaglianza di Bessel ci dice infine che i due integrali nell’ultima for-
mula tendono a 0 per N — +o0: si tratta infatti dei coefficienti di Fourier
delle funzioni (continue) g(y)sin(y/2) e g(y)cos(y/2). Questo conclude la
dimostrazione del teorema. Q.E.D.

OSSERVAZIONE: Vediamo come si puo dimostrare il teorema di convergenza
delle serie di Fourier nel caso generale di una funzione regolare a tratti. La
nostra dimostrazione della volta scorsa funziona gia per ogni z, tranne che nei
punti di salto xy, ...,z (gli z;. Infatti, se f soddisfa le ipotesi del teorema
e x & un punto in cui la funzione & continua, la funzione g(y) che abbiamo
definito sopra non sara continua, ma sara comunque limitata ed integrabile
secondo Riemann (perché possiede solo discontinuita di salto). Si noti che
questo funziona anche nei punti angolosi! Possiamo dunque applicare la
disuguaglianza di Bessel esattamente come prima.

Viceversa, sia x uno dei punti eccezionali, e denotiamo con f(z") e f(z™)
i limiti destro e sinistro di f in x. In questo caso, dobbiamo mostrare che

fah) + )

SN([L') —

Siccome si ha

1 /1 & 1
}/0 [54‘;008”(9)] dy=§7

avremo
+ _ _
SRR +2ysm L) s by
ot

Se guardiamo le frazioni nei due integrali come funzioni di y, esse hanno solo
discontinuita di salto (nel punto y = 0 questo succede perché esistono finiti
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i limiti destro e sinistro di f’ in z): esse sono dunque limitate e intergrabili
secondo Riemann, e la dimostrazione puo essere conclusa esattamente come
prima.

Vediamo subito un esempio di applicazione del teorema di convergenza
per le serie di Fourier.

ESEMPIO: Consideriamo, sull’intervallo [—m, 7], la funzione f(x) = |z|, e
la prolunghiamo per periodicita a tutta la retta reale. Otteniamo in questo
modo una funzione pari il cui grafico € un’onda triangolare...

La funzione f(z) cosi definita ¢ evidentemente regolare a tratti, per cui
soddisfa le ipotesi del teorema di convergenza. Utilizzando le formule per i
coefficienti di Fourier troviamo subito che b,, = 0 (la funzione ¢ pari), mentre

T se n =0,
a, =4 0 se n ¢ pari > 0,
4 N .
——> sen ¢ dispari.

di conseguenza possiamo scrivere

T o4 1
rl=—=—— ———cos((2k+ 1)x) Vzx € |[—m, 7.
il = 5= 23 gy res(@h+ Do) Ve ol
In particolare, usando questa identita per x = 0 abbiamo scoperto che la
somma della serie dei reciproci dei quadrati dei numeri dispari ¢ %2, e da

questo abbiamo poi ricavato che la somma dei reciproci dei quadrati di tutt:

. . )
1 numeri naturali ¢ %.

ESEMPIO: Si consideri la funzione periodica di periodo 27 definita, nell’in-
tervallo [—m, 7] da

Questa funzione a dente di sega e dispari, per cui a; = 0 per ogni k. Invece
si vede subito che by, = % foﬂ f(z)sinkz de = % La serie di Fourier e dunque

9]
k=1

Essa converge puntualmente a f tranne che in 0, punto nel quale converge a
0 (media dei limiti destro e sinistro di f).

Ecco un foglio GeoGebra che mostra il grafico della funzione f e delle
somme parziali fino all’ordine 100 della sua serie di Fourier:

sin k.

=

43



1.5

0.5

-24

Dal grafico, si riesce ad intuire abbastanza bene la convergenza della serie.
Si nota anche chiaramente che la convergenza é nettamente peggiore vicino
al punto di salto x = 0.

Questa “cattiva” convergenza vicino ai salti & nota come fenomeno di
Gibbs. Essa e anche la causa degli artefatti che si notano talvolta nelle im-
magini (e nei file audio e/o video) compressi con tecnologie che impiegano
(varianti discrete delle) serie di Fourier. Si osservi per esempio la seguente
immagine salvata in formato JPEG con un rapporto di compressione ecces-
sivo: ci sono degli evidenti artefatti di compressione vicino ai bordi degli
oggetti.
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11 Lezione del 15/1/2010 (2 ore)

Un altra cosa che si intuisce dal grafico della funzione a dente di sega e

della sua somma parziale di Fourier, € che probabilmente si ha convergenza

uniforme su insiemi compatti che non contengano i punti di salto. Questa

¢ una cosa che ci servira nel seguito, per cui vale la pena di dimostrarla:
oo

facciamo vedere che la serie ) % sin nx converge uniformemente alla funzione

n=1
a dente di sega sugli insiemi del tipo [—m, —d] U [, 7], con § > 0.
Prendiamo la somma parziale n-esima S, (z) = -  sin kz: moltiplicando
k=1
ambo 1 membri per sin(z/2) ed usando le formule di addizione si ottiene

n

Sp(z) sin(z/2) = Z % (cos(k —1/2)x — cos(k + 1/2)z) .

k=1

Con semplici manipolazioni otteniamo allora, per m < n:

(Sul) = Syn(a)) sin(a/2) =

n—1
1 1 1
o cos(m +1/2)z — - cos(n+1/2)x + k§m+1(k—ﬂ — E) cos(k +1/2)x.

Se passiamo al limite per n — 400 e chiamiamo R,,(z) il resto m-esimo
della serie, otteniamo

1 1 1 2
| B () sin(z/2)] < m -+ 1 k:ZH(k’ k+ 1) m+1

per cui, sull’insieme scritto sopra avremo

2
1Bm)lloe = Gy sty 0

abbiamo convergenza uniforme!

Si noti che un risultato analogo vale per la serie di Fourier della funzione
g(z) = Ef(x—10) (dove f & ancora la funzione a dente di sega). La funzione
g ha un salto (di ampiezza k) nel punto xy, e la sua serie di Fourier converge
uniformemente sui compatti che non contengono punti di salto per g: e infatti
facile vedere che la serie di Fourier della traslata ¢ la traslata della serie di
Fourier!

Sommando funzioni di questo tipo, possiamo ottenere degli “esempi” di

funzioni regolari a tratti che hanno un numero finito (qualunque) salti di
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ampiezza prescritta in punti prescritti del periodo: anche per queste funzioni,
la serie di Fourier converge uniformemente sui compatti che non contengono
punti di salto. Questa osservazione sara cruciale nel seguito per dimostrare
il seguente:

TEOREMA (Convergenza uniforme delle serie di Fourier): Sia f una fun-
zione 2m-periodica e regolare a tratti, K un insieme compatto che non con-
tiene punti di salto per f. Allora la serie di Fourier di f converge ad f
uniformemente in K.

DIM.: Dimostriamo dapprima il teorema nel caso in cui f, oltre che regolare
a tratti, sia anche continua. In questo caso possiamo dimostrare che si ha
convergenza uniforme sul periodo [—, 7].

Siccome abbiamo gia convergenza puntuale, ci basta mostrare che la serie
converge totalmente. A questo scopo, consideriamo i coefficienti di Fourier oy,
O, della derivata f': questa ¢ una funzione continua a tratti con un numero
finito di salti, per cui i coefficienti esistono e soddisfano la disuguaglianza di
Bessel. Inoltre, spezzando il periodo negli intervallini in cui f & continua ed
usando continuita e periodicita di f, vediamo anche che ¢ possibile integrare
per parti ottenendo:

1 [" k[T
ap = —/ f'(t) coskt dt = —/ f(t)sinkt dt = kby,
™) . ) .

dove b, sono i coefficienti di Fourier seno di f. In maniera del tutto analoga,
Or = —kay, con ay, i coefficienti di Fourier coseno di f.
Dalla disuguaglianza di Bessel applicata a f’ abbiamo allora

> " k[aj + b}] < 4o
k=1

Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in R abbiamo allora:

N N 1 0 1 1/2 o0 1/2
> llawcos kafloo < D —hlay| < (Z ﬁ> (Z k%@) :
k=1 k=1 k=1 k=1

Passando al limite per N — +o00, vediamo che la seriez:,]j:1 ay cos kx conver-
ge totalmente. In maniera del tutto analoga,

N
Z ||bg cos kx||oo < 400 :
k=1

la serie di Fourier converge allora totalmente e quindi uniformemente. Il
limite ¢ ovviamente f perché sappiamo gia che vi ¢ convergenza puntuale.
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Passiamo al caso generale in cui f e regolare a tratti ma possiede un
numero finito di punti di salto in ogni periodo. Abbiamo visto sopra che
sommando opportune funzioni a dente di sega, possiamo ottenere una fun-
zione g(x) regolare a tratti, con punti di salto che coincidono con quelli di f
e di ampiezza uguale a quelli di f.

Inoltre, abbiamo dimostrato “manualmente” che la serie di Fourier di g
converge uniformemente sui compatti che non contengono punti di salto. La
funzione f(z) — g(x) & continua e regolare a tratti: la sua serie di Fourier
converge uniformemente. Per differenza, se ne deduce che la serie di Fourier
di f converge uniformemente sui compatti che non contengono salti. Q.E.D.

L’ultimo risultato che vedremo sulla convergenza delle serie di Fourier
riguarda la loro convergenza in norma L?:

TEOREMA (convergenza in L* delle serie di Fourier): Sia f una funzione
2m-periodica ed integrabile secondo Riemann nel periodo. Allora la serie di
Fourier di f converge ad f in norma L?: se Sy denota la somma parziale
N-esima della serie di Fourier, allora

Nl 18 = fliz =0

DIM.: Per la dimostrazione daremo per buono il seguente risultato di analisi
funzionale: ogni funzione f come nelle ipotesi puo essere approssimata in
norma L? con funzioni periodiche di classe C!. In altre parole, per ogni e > 0
esiste una funzione di classe C! e 2m-periodica g tale che || f —g|[r2 < €/2. La
serie di Fourier di g, grazie al risultato precedente, converge uniformemente:
se denotinamo con Sy la somma parziale N-esima della serie di Fourier di g,
esiste v tale che per N > v vale

3

22

lg = Swllee <

Ma allora

- 1/2
= 1/2
lo = 3wl = ([ 17 =) < (2rlr gl2) " < 2/2
Infine, sempre per N > v:

If = Snllze < I1f = Sullee < If — gllee + lg — Snlle < e.

La prima disuguaglianza viene dal fatto che Sy e il polinomio trigonome-
trico di grado < N pit vicino ad f rispetto alla distanza L? (si riveda la
dimostrazione della disuguaglianza di Bessel). Q.E.D.
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Nel risultato di convergenza in L?, le ipotesi sono molto meno restrittive
che per il risultato di convergenza puntuale: in realta basterebbe molto meno.
Ad esempio, il risultato vale anche se f e illimitata, a patto che abbia norma
L? finita.

Purtroppo, pero, la convergenza in L? non implica la convergenza pun-
tuale. D’altra parte, si puo far vedere che la serie di Fourier di una funzione
che soddisfa le ipotesi dell’ultimo teorema converge puntualmente in quasi
tutti 1 punti, cioe si ha convergenza puntuale al di fuori di un insieme di
masura di Lebesgue 0. Si tratta di un risultato molto profondo e difficile da
dimostrare: fin dalla prima meta del 900 era ben noto che esistono funzioni
continue la cui serie di Fourier non converge in qualche punto, e persino in
un insieme denso di punti. La convergenza quasi ovunque, pero, venne pro-
vata solo nel 1966 dal matematico svedese L. Carleson. .. mentre una parte
consistente della comunita matematica mondiale stava tentando di produrre
dei controesempil!

12 Lezione del 18/1/2010 (2 ore)

Ci rimane da fare un’ultimissima osservazione sul teorema di convergenza in
L? visto la volta scorsa: tenuto conto dei conti che abbiamo visto quando
abbiamo dimostrato la disuguaglianza di Bessel, si vede subito che per ogni
f che sia 2m-periodica ed integrabile nel periodo vale I'uguaglianza

1713 —w< F3 ) )

k=1

nota come identita di Parseval: la disuguaglianza di Bessel ¢ in realta un’u-
guaglianza!

Come argomento finale del corso, vogliamo mettere a frutto le serie di
Fourier per risolvere alcuni problemi che coinvolgono equazioni alle derivate
parziali.

Il primo esempio che vogliamo considerare ¢ quello dell’equazione del
calore: vogliamo trovare una funzione u(t, ) che soddisfi il problema

U = Klyy sed<ax<m t>0
(%) u(0,t) = u(m,t) =0 set >0
u(z,0) = f(x) seQ <z <

La funzione u(x,t) rappresenta la temperatura, nella posizione = ed al tem-
po t, di una sbarra metallica di lunghezza 7 che giace sull’asse delle x tra
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x =0 e x = m. Laseconda equazione ci dice che gli estremi della sbarra sono
tenuti a temperatura 0 (valori al contorno), la terza equazione che la tempe-
ratura iniziale in posizione x ¢ data da una funzione nota f(z) (condizione
iniziale). Infine, la prima equazione €& un’equazione alle derivate parziali no-
ta, appunto, come equazione del calore: essa descrive ’evoluzione temporale
della temperatura in un corpo unidimensionale conduttore di calore.

Per risolvere il nostro problema ai valori iniziali ed al contorno, usiamo
il metodo della separazione delle variabili. Cominciamo a cercare soluzioni
non banali dell’equazione differenziale che siano a variabili separate, ossia del
tipo u(x,t) = X(z)-T'(t) (prodotto di una funzione della sola z e di una della
sola t). Visto che abbiamo condizioni al contorno nulle, ¢ naturale imporre
anche che X (0) = X (7) = 0.

Sostituendo nell’equazione differenziale otteniamo X7’ = kX"T, da cui
XTN = % In quest’ultima equazione, a primo membro abbiamo una funzione
della sola x, a destra una funzione della sola ¢: i due membri dell’equazione
devono allora essere costanti, ossia deve essere

X'(a) _ (1) _
X(z)  KT()

-\, MeR.

In particolare abbiamo X" (z) + AX (z) = 0, equazione lineare omogenea
che si risolve immediatamente. Se A < 0, la soluzione generale ¢ X (z) =
AeV=* 4 Be=V=2: imponendo le condizioni al contorno troviamo A = B =
0, per cui non c’¢ solo la soluzione nulla. Se A = 0 abbiamo X (z) = A+ Bx
e imponendo le condizioni al contorno troviamo ancora A = B = 0.

Infine, se A > 0, la soluzione generale dell’equazione & X () = A cos vV A+
BsinvAz. La condizione X(0) = 0 implica A = 0, mentre la seconda
condizione diventa Bsinyv/Ar = 0. Possiamo prendere B # 0 se e solo se
sin VAr = 0, ciod sse A = n? con n = 1,2,3... In questi casi, troviamo le
seguenti soluzioni non nulle:

X(x) = Bsin(nAz).

Le corrispondenti equazioni per T(t) sono T'(t) = —kn®T(t), che hanno
soluzione T'(t) = Ce*n*,

In conclusione, le sole soluzioni non banali a variabili separate sono date
da

up(z,t) = Be "tsinnz, n=1,2,3,...

Vogliamo provare a trovare una soluzione del nostro problema in forma
di serie di queste soluzioni a variabili separate: vogliamo scrivere

o
%) ulx,t) = b, e sin ne
(#) u(z,t) = b, :
n=1

49



ove ovviamente 1 coefficienti b,, devono essere scelti in modo da soddisfare la
condizione iniziale e speriamo che la serie converga, e converga proprio ad
una soluzione del problema (*)!

Per trovare i coefficienti b,, osserviamo che

(x*%)  f(x) ZU(OE,O)ZanSinnx...

e il secondo membro ha tutta l'aria di una serie di Fourier di una funzione
dispari! Estendiamo allora f ad una funzione 2m-periodica e dispari: i suoi
coefficienti di Fourier sono dati da

2 s
b, = —/ f(z)sinnx dx.
T Jo

e con questa scelta dei coefficienti la condizione iniziale (***) ¢ soddisfatta
purché f sia abbastanza regolare: per esempio, regolare a tratti e continua
in modo da avere convergenza uniforme della serie con ¢ = 0 al dato iniziale.
In effetti, con questa ipotesi la serie di due variabili (**) converge totalmente
sulla striscia [0, 7] X [0, +00): la serie delle norme & maggiorata da Y, |by/,
che ¢ convergente (si riveda la dimostrazione del teorema di convergenza
uniforme!). In particolare, la somma u(z, t) della serie & continua sulla striscia
e la condizione iniziale ¢ genuinamente soddisfattal

Si noti, in particolare, che i coefficienti di Fourier b,, tendono a 0 e sono
quindi limitati da una certa costante M.

Le condizioni al contorno sono evidentemente soddisfatte: ¢i manca “solo”
da mostrare che la funzione u(z, t) definita dalla serie (**) ¢ regolare per t > 0
e soddisfa effettivamente I’equazione del calore!

Consideriamo, sul rettangolo [0, 7] x [7,7] con 0 < 7 < T', la convergenza
totale delle serie che si ottengono derivando termine a termine la (**) una
volta rispetto a ¢t o due volte rispetto a = (vale a dire, le due serie che si
ottengono calcolando formalmente u; e wu,,). Le relative serie delle norme
sono dominate (a meno di una costante moltiplicativa k nel caso di ;) dalla
serie convergente

o
_ 2
ME n?e F°T < o0,
n=1

per cui si ha convergenza totale. La derivazione termine a termine e allora
lecita, e (**) fornisce effettivamente una soluzione del nostro problema.

Il ragionamento appena fatto mostra la proprieta regolarizzante dell’e-
quazione del calore: anche se il dato iniziale f(z) ¢ non derivabile, o persi-
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no discontinuo in qualche punto, la soluzione (**) diventa immediatamente
regolare per tempi positiviﬂ

Ecco un foglio GeoGebra che mostra un’animazione delle soluzioni dell’e-
quazione del calore:

u(x,t)
t=14.100

©=0.31100
e conducibilita’ termica

Tecniche molto simili si possono usare per risolvere I’ equazione della corda
vibrante (o equazione delle onde unidimensionale), cioe il problema

Ut = Clhgy se0<zx<m t>0
(V) u(0,t) =u(m,t) =0 set>0

u(z,0) = f(x) seQ <x <

ug(z,0) =0 seQ <z <

Questo problema descrive il movimento di una corda vibrante che a riposo
giace sull’asse delle x tra 0 e m: u(x,t) rappresenta lo spostamento verticale
(rispetto a 0) del punto della corda di ascissa z, al tempo ¢. Le condizioni al
contorno u(0,t) = u(m,t) = 0 dicono che gli estremi della corda sono fissati,
f(z) rappresenta la posizione iniziale della corda, mentre 1'ultima condizione
dice che la corda viene lasciata andare con velocita iniziale nulla (problema
della corda pizzicata).

Procediamo ancora per separazione di variabili, cercando soluzioni non
banali dell’equazione alle derivate parziali della forma u(z,t) = X (z)T(t):
otteniamo le equazioni

X// T/I

X T
La prima equazione e esattamente quella di prima: abbiamo soluzioni non
banali del tipo X(x) = Bsinnz se e solo se A = n?. La corrispondente
equazione per T & T" + n*c*T = 0 con la condizione T”(0) = 0 (proveniente

-\

°In realtd, con ragionamenti del tutto analoghi a quelli fatti sopra, si vede che le serie
delle derivate di qualunque ordine convergono totalmente sul rettangolo [0, 7] x [7,T7]: la
soluzione ¢ di classe C*
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http://profs.sci.univr.it/~baldo/aa2009/heat_flow.html

dalla condizione su u;): le soluzioni a variabili separate sono allora u,(x,t) =
Bsinnx cosent e cerchiamo di scrivere la soluzione del problema (V) come
serie

o
(VI) wu(z,t) = Z b sin nx cos ent.
k=1
Ancora una volta, affinché sia soddisfatta la condizione iniziale f(x) dovremo
scegliere b, = 2 [7 f(x) sinna da.

Mostriamo che, sotto opportune ipotesi su f, la serie (VI) fornisce ef-
fettivamente una soluzione del nostro problema. Per non avere problemi,
supponiamo che f sia estendibile ad una funzione 2mw-periodica e dispari di
classe almeno C3. La disuguaglianza di Bessel applicata alla derivata terza
ci garantisce che Y 7o, k®|bg|? < 400 (si integri per parti 3 volte...).

Si ha ovviamente convergenza totale della serie (VI) su tutta la striscia
[0, 7] x [0,+00]: la somma ¢ una funzione continua che soddisfa la condi-
zione iniziale e le condizioni al contorno. Per verificare che vale ’equazio-
ne, calcoliamo formalmente uy e u,, derivando termine a termine la serie e
verifichiamo che vi e convergenza totale: le serie derivate sono dominate da

0o 00 0o 1/2 00 1/2
1 1
20 | _ 3 6| |2
N EINEY ok |bk|§(§ ﬁ) (E k“%’) < +oo,
k=1 k=1 k=1 k=1

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.
Ecco un foglio GeoGebra che mostra un’animazione delle soluzioni dell’e-
quazione delle onde:

u(x,t)
t=833.00
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i

Corda vibrante [=]la]x]

ﬁ

Coeff. attrito= (0.0

Coeff. attr. interno= 0.0

hdhdh

Coeff. rigidita'= 0.0
Sollecitazione corda: (& Pizzicata (] Percossa
2 Strisciata

W Mostra Forma d'Onca. 5] Audio

Concludo mostrandovi una simulazione di corda vibrante, scritta in java, che
permette di osservare il moto della corda pizzicata con un modello leggermen-
te piu completo, che tiene conto anche di effetti di smorzamento e di rigidita.
Selezionando le apposite caselle, e possibile anche vedere ed ascoltare la forma
d’onda generata.
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