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| contorni che usero per ottenere i film di sapone li ho realizzati
con una stampante 3D, ma possono essere ottenuti anche con del
semplice fil di ferro: tutti gli esperimenti che vedremo sono
facilmente replicabili a casa.

Il liquido che usero & invece semplice acqua con un po' di sapone

per i piatti!
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Perché i film di sapone?

Chi non ha mai giocato con le bolle di sapone?
Ma perché le bolle di sapone sono sferiche?
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Perché i film di sapone?

Chi non ha mai giocato con le bolle di sapone?

Ma perché le bolle di sapone sono sferiche?

Questo avviene perché la sfera ha area minima tra tutte le superfici
che racchiudono lo stesso volume (problema isoperimetrico).

Le bolle risolvono un problema matematico semplice e interessante!
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Perché i film di sapone?

Sperimentare con bolle e film di sapone & facile, affascinante e puo
essere fatto con materiali che abbiamo comunemente in casa.
Immergete un filo metallico chiuso a cappio nell'acqua saponata,
estraetelo delicatamente e vedrete delle strutture belle e spesso
inaspettate!
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Perché i film di sapone?

Inoltre, film e bolle di sapone possono essere descritti con un
modello matematico molto semplice eppure incredibilmente ricco:
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Perché i film di sapone?

Inoltre, film e bolle di sapone possono essere descritti con un
modello matematico molto semplice eppure incredibilmente ricco:
a causa della tensione superficiale, le lamine di sapone cercano di
minimizzare la propria area tra tutte le possibili superfici aventi lo
stesso contorno (il filo metallico).

Semplice da raccontare ma incredibilmente difficile da risolvere!
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Perché i film di sapone?

Questo & noto come il Problema di Plateau (dal fisico belga J.
Plateau, 1801-1883), anche se era stato gia studiato da
matematici come Leonhard Euler (catenoide - 1744) e
Jean-Baptiste Meusnier de la Place (elicoide - 1776)
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Perch’e i film di sapone?

Il problema di minimizzare |'area & cosi semplice che affascina i
bambini di quarta elementare. ..

-
KIS

L PIACERE DELLA CONOSCENZA

Un workshop per la scuola primaria a “Kids University 2016"
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Perché i film di sapone?

...e i ragazzi della secondaria di primo grado e delle scuole
superiori. . .
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Perché i film di sapone?

ma & anche cosi complesso e sfuggente che le superfici minime
sono oggetto di ricerca d'avanguardia in matematica:

M. Hutchings, F. Morgan, M. Ritoré, A. Ros, “Proof of the Double
Bubble Conjecture”, Annals of Mathematics 155 (2002), 459-489
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Risolviamo dei problemi interessanti con i film di sapone...

@ Vi ho dato un'idea dell’'interesse che possono avere le bolle di
sapone e i film di sapone per matematici e scienziati: vedremo
qualche altro esempio alla fine! Inoltre, il principio fisico che
spiega il fenomeno (le superfici di sapone cercano di avere
I'area piu piccola possibile) & semplicissimo!
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Risolviamo dei problemi interessanti con i film di sapone...

@ Vi ho dato un'idea dell’'interesse che possono avere le bolle di
sapone e i film di sapone per matematici e scienziati: vedremo
qualche altro esempio alla fine! Inoltre, il principio fisico che
spiega il fenomeno (le superfici di sapone cercano di avere
I'area piu piccola possibile) & semplicissimo!

@ Vedremo dopo che i film di sapone hanno la proprieta
geometrica di avere curvatura media 0 in tutti i punti...E cosa
vuol dire quest'arcana affermazione!
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Risolviamo dei problemi interessanti con i film di sapone...

@ Gia che ci siamo, accenniamo anche alle leggi di Plateau: i
film di sapone si incontrano solo tre a tre, lungo curve o
segmenti su cui formano angoli uguali di 120°. ..

@ A loro volta queste curve si possono incontrare solo quattro a
quattro, formando angoli di 109.4712...°.

@ Questi fatti sono stati osservati sperimentalmente da Joseph
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Due problemi piu “adatti al biennio”. ..

@ Ma ci sono dei problemi collegati ai film di sapone che
coinvolgano “solo” la matematica del biennio? Perché
purtroppo lo studio delle superfici curve richiede strumenti un
po’ piu sofisticati
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Due problemi piu “adatti al biennio”. ..

@ Ma ci sono dei problemi collegati ai film di sapone che
coinvolgano “solo” la matematica del biennio? Perché
purtroppo lo studio delle superfici curve richiede strumenti un
po’ piu sofisticati

@ Ci sono almeno due problemi semplici e significativi che posso
proporvi come sfida matematica e che si possono risolvere in
modo spettacolare con 'acqua saponata:

e La ricerca di reti minime
e Il problema di Didone
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Le reti minime

Supponiamo di dover collegare due citta A e B in pianura con una
strada.

Capiamo subito che la strada piu corta possibile & un segmento di
rettal

Ma cosa succede se le citta sono 3, ai vertici di un triangolo
equilatero? Qual & la rete di strade di lunghezza minima che le
congiunge? Ecco alcune possibilita
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Reti minime in un triangolo

Potete misurare le reti proposte (o calcolarne la lunghezza) e
trovare la piu corta... ma ce ne sono di ancora piu corte?
Le lamine di sapone conoscono la risposta:

Due lastrine di plexiglass sono separate da 3 pioli metallici posti ai vertici
di un triangolo equilatero. Immergendo in acqua saponata, appare la rete
di lunghezza minima!
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Reti minime in un triangolo

Che succede se il triangolo non & equilatero?
Le strade nella rete minima non si incontrano piu nel baricentro. ..
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Reti minime in un triangolo

Che succede se il triangolo non & equilatero?
Le strade nella rete minima non si incontrano piu nel baricentro. ..

... ma nel cosiddetto punto di Fermat, dove le “strade” formano
angoli uguali di 120°. Ricordate J. Plateau e J. Taylor?
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Reti minime in un triangolo

Per provare questa “proprieta dei 120°" delle reti minime servono
strumenti un po’ pil avanzati “da triennio” (anche se non
necessariamente il calcolo differenziale). .. ma & possibile
convincersene con un apposito programmino o con paragoni
meccanici. . .

Oiagram of angles.

ShowHide longiheap |
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Rete minima nel quadrato

Che succede se abbiamo 4 citta ai vertici di un quadrato?

RET
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Rete minima nel quadrato

Che succede se abbiamo 4 citta ai vertici di un quadrato?
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Tra gli esempi mostrati, la rete pit corta & quella a forma di “X
Ma. ..
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Rete minima nel quadrato

...C'& una rete piu corta (la piu corta di tutte), che i film di
sapone trovano subito:

Ancora una volta, i segmenti formano angoli uguali di 120°.
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Le “leggi” delle reti minime

e E facile vedere che in una rete minima (qualunque sia la
posizione dei vertici) non ci possono essere angoli minori di
120°: data una tale configurazione, ce n'e sicuramente una
pill corta.

@ In particolare, pill segmenti possono incontrarsi in un punto
interno della rete solo tre a tre, e solo con angoli uguali di
120°.

e D’altra parte, nei vertici della rete (le “citta”) possono

convergere due segmenti con un angolo maggiore o uguale a
120°.
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La regina Didone e la fondazione di Cartagine

La mitologia antica ci narra della regina fenicia Didone, che
dovette scappare da un parente malvagio assieme ad un gruppo di
seguaci ed arrivo per mare sulle coste del Nordafrica.

Decise di fermarsi in quel luogo per fondare la citta di Cartagine, la
futura rivale di Roma.

Dopo una trattativa, ottenne dal sovrano locale di poter comprare
tanta terra, quanta potesse essere racchiusa dalla pelle di un bue.
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Il problema di Didone

L'astuta regina taglio la pelle di bue in una lunghissima stringa di
cuoio, che poi uso per circondare un rispettabile appezzamento di
terreno.

PROBLEMA DI DIDONE o PROBLEMA ISOPERIMETRICO:
Qual & la forma da dare alla corda che massimizza |'area racchiusa
(a parita della lunghezza - fissa - della corda)?
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Il problema di Didone

La soluzione del problema di Didone € il cerchio.

Questo ¢ noto sin dall’antichita, quando Zenodoro diede una
dimostrazione - anche se incompleta secondo gli standard moderni.
La prima dimostrazione corretta risale al diciannovesimo secolo.
L'idea di Zenodoro era la seguente:

@ Tra tutti i triangoli di dato perimetro, I'equilatero ha area

massima

@ Tra tutti i quadrilateri di dato perimetro, il quadrato ha area
massima

o Tra tutti gli n-agoni di dato perimetro, quello regolare ha area
massima

@ Tra i poligoni regolari con lo stesso perimetro, al crescere del
numero di lati cresce I'area
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Il problema di Didone

@ Quindi, € intuitivo che il cerchio abbia area piu grande di
qualunque poligono con lo stesso perimetro

In un workshop con i ragazzi, ci sono molti modi di rendere
plausibile I'idea di Zenodoro!

Alcuni poligoni articolati con lo
stesso perimetro possono essere
riempiti con chicchi di riso.
All'aumentare del numero di lati,
aumenta la quantita di chicchi che il
poligono pud contenere!
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Il problema di Didone

Interessante & pure il problema duale, che consiste nel minimizzare
il perimetro a parita di area: & la versione bidimensionale del

problema delle bolle di sapone!
Un programma interattivo

che minimizza il perimetro :

ad area fissata: scegliere i li.n:—

vertici cliccando con il mouse ,/ﬁi N T

e premere “Shrink”. II \

poligono evolve, ad area L /»‘J \,_

costante, verso quello di SN T
Momrm [ oww L =oe

perimetro minimo.
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Il problema di Didone

D'altra parte, & facile trovare la soluzione del problema di Didone
con i film di sapone:

Un pezzo di filo é legato in un
cappio di lunghezza fissa e
adagiato su una lamina di sapone
piana. La parte di lamina dentro
il cappio viene bucata: il buco
diventa immediatamente
circolare!
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Geometria delle superfici minime

Come abbiamo detto, le superfici minime hanno curvatura media nulla in
tutti i loro punti. Vediamo cosa significa! Il raggio di curvatura di una
curva in un punto ¢ il raggio del cerchio che meglio approssima la curva
vicino al punto. La curvatura ¢ il reciproco del raggio di curvatura.

In soldoni, la curvatura in un punto ci dice di quando dovremmo girare il
volante se volessimo percorrere in macchina quel tratto di curva.
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Ecco un’animazione che illustra le curvature normali e le curvature
principali di una superficie in un suo punto.

Le curvature principali k1, k» sono la piu grande e la piu piccola delle
curvature normali (prese col loro segno): corrispondono a due direzioni
ortogonali tra loro del piano secante.

La curvatura media & la media aritmetica delle curvature
principali: H = (ky + k2)/2.

Le superfici di area minima hanno curvatura media zero in tutti i
punti!

E’ importante anche la curvatura di Gauss, che & il prodotto delle curvature principali:

K =k ko.
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http://localhost/~baldo/tjs/principal_curvatures.html

Le Superfici Minime dei matematici

@ Una superficie di area minima ha sempre curvatura media zero

@ Viceversa, se una superficie ha curvatura media zero in tutti i
punti, ogni sua porzione sufficientemente piccola ha area
minima tra le superfici con il suo stesso bordo

@ Per questo motivo, i matematici chiamano Superficie Minima
una qualunque superficie con curvatura media nulla: se essa
ha anche area minima, si chiama superficie minima
minimizzante. . .
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Superfici minime periodiche

Nel corso del XIX e XX sec. i matematici B. Riemann, A. Enneper,
K. Weierstrass, H. Schwarz, A. Schoen... scoprirono un gran
numero di superfici minime periodiche

. : ).\ ":"*r?"
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Superfici bellissime, ma non ottenibili come film di sapone perché
non sono globalmente minimizzanti
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Applicazioni tecnologiche?

@ Una domanda che sorge spontaneamente &: a cosa servono le
superfici minime?
Soltanto a far giocare i matematici?
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Applicazioni tecnologiche?

@ Una domanda che sorge spontaneamente &: a cosa servono le
superfici minime?
Soltanto a far giocare i matematici?

iy . ——-— - _— i )
@ Anche gli architetti: la copertura dello stadio olimpico di Monaco
(Frei Otto, 1972) e realizzata con superfici minime
o Alcuni vegetali ricordano superfici minime (Articolo)
@ Gli endoscheletri di alcuni animali marini (cetrioli di mare) hanno
una struttura che negli anni '80 e stata messa in relazione con le
superfici minime triplamente periodiche (TPMS).
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Applicazioni tecnologiche?

@ Una domanda che sorge spontaneamente &: a cosa servono le
superfici minime?
Soltanto a far giocare i matematici?

iy . ——-— - _— i )

@ Anche gli architetti: la copertura dello stadio olimpico di Monaco
(Frei Otto, 1972) e realizzata con superfici minime

o Alcuni vegetali ricordano superfici minime (Articolo)

@ Gli endoscheletri di alcuni animali marini (cetrioli di mare) hanno
una struttura che negli anni '80 e stata messa in relazione con le
superfici minime triplamente periodiche (TPMS).Non molto
eccitante, vero?

S. Baldo Bolle di sapone......



Superfici minime triplamente periodiche

Dunque le TPMS sono degli oggetti molto belli ma
sostanzialmente “inutili”?

Saranno davvero cosi inutili?
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http://localhost/~baldo/tjs/dsurface.html
http://localhost/~baldo/tjs/psurface.html

"The world’s strongest material”

Sito della CNN:

new graphene discovery - CNN.com - Google Chrome.

UROPOLE/ NNcomht O % | 8 ) :
M Other bookmarks

Are we one step closer to being able to
use the world's strongest material?

00000

HR) January 13,201

Articoli scientifici: (1), (2).
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Protesi, Impalcature biocompatibili per tessuti

Impalcature biocompatibili:

Leadogopiion
Porous scaffold design using the distance field and triply periodic minimal
surface models*™

Dong ). Yoo~

Articolo scientifico sulle protesi ossee
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