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Esercizio 1
(a) Costruisco la struttura di prova R per il sequente pAK bBKq` CK, pC bBq`A

AK BK

AK bBK CK

pAK bBKq` CK

C B

C bB A

pC bBq`A

pAK bBKq` CK, pC bBq`A

�

�

�

Verifico se R è una struttura di prova in MLL� disegnando i quattro D-R grafi:

AK BK CK C B A

b b

AK BK CK C B A

b b

AK BK CK C B A

b b

AK BK CK C B A

b b
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Tutti e quattro i grafi sono aciclici e connessi, quindi R è una struttura di prova in MLL�.

(b) Costruisco due derivazioni d1 e d2 nel calcolo dei sequenti per MLL� tali che pd1q� � R � pd2q
�:

• derivazione d1

ñ A,AK

ñ CK, C ñ B,BK

b
ñ CK, C bB,BK

Ex
ñ BK, CK, C bB

b
ñ AK bBK, CK, C bB,A

`
ñ pAK bBKq` CK, C bB,A

`
ñ pAK bBKq` CK, pC bBq`A

• derivazione d2

ñ CK, C

ñ A,AK ñ BK, B
b

ñ A,AK bBK, B
Ex

ñ B,AK bBK, A
b

ñ CK, C bB,AK bBK, A
Ex

ñ AK bBK, CK, C bB,A
`

ñ pAK bBKq` CK, C bB,A
`

ñ pAK bBKq` CK, pC bBq`A

(c) Costruisco la struttura di prova R1 per il sequente pAK `BKq b CK, pC bBq`A

AK BK

AK `BK CK

pAK `BKq b C

C B

C bB A

pC bBq`A

pAK `BKq b CK, pC bBq`A

�

�

�

Verifico se R1 è una struttura di prova in MLL� e in MLL� + Mix. Disegno i D-R grafi:

AK BK CK C B A

b

b

Il grafo non è aciclico, pertanto R1 non è una struttura di prova né in MLL� né in MLL� + Mix.

(d) Costruisco la struttura di prova R2 per il sequente pAK `BKq b CK, pC `Bq`A
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AK BK

AK `BK CK

pAK `BKq b C

C B

C `B A

pC `Bq`A

pAK `BKq b CK, pC bBq`A

�

�

�

Verifico se R2 è una struttura di prova in MLL� e in MLL� + Mix. Disegno i D-R grafi:

AK BK CK C B A

b

In grafo è aciclico ma non è connesso. R2 non è una struttura di prova in MLL�. Verifico se è una
struttura di prova in MLL� + Mix:

AK BK CK C B A

b

AK BK CK C B A

b

AK BK CK C B A

b

AK BK CK C B A

b
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AK BK CK C B A

b

AK BK CK C B A

b

AK BK CK C B A

b

Tutti i grafi sono aciclici. Segue che R2 è una struttura di prova per MLL� + Mix.

(e) Costruisco due derivazioni d3 e d4 nel calcolo dei sequenti per MLL� tali che pd3q� � R2 � pd4q
�:

• derivazione d3

ñ A,AK ñ B,BK

Mix
ñ A,AK, B,BK

Ex
ñ B,A,AK, BK

`
ñ B,A,AK `BK ñ CK, C

b
ñ B,A, pAK `BKq b C,C

Ex
ñ pAK `BKq b C,C,B,A

`
ñ pAK `BKq b CK, C `B,A

`
ñ pAK `BKq b CK, pC `Bq`A

• derivazione d4

ñ B,BK ñ A,AK

Mix
ñ B,BK, A,AK

Ex
ñ B,A,AK, BK

`
ñ B,A,AK `BK ñ CK, C

b
ñ B,A, pAK `BKq b C,C

Ex
ñ pAK `BKq b C,C,B,A

`
ñ pAK `BKq b CK, C `B,A

`
ñ pAK `BKq b CK, pC `Bq`A
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Esercizio 2
(a) Struttura di prova R0 per Logica Affine:

�

�

�

�

�
�

�

p pK

p pK

pb pK A

ppb pKq`A

pK p

pK ` p AK A

ppK ` pq bAK

cut 1

qK q

qK ` q

A b pqK ` qq

AK

q qK

q b qK

AK ` pq b qKq

cut 2 q qK

Struttura di prova per R�

0 (ottenuta da R0 eliminando l’irrilevanza):

�

�

�

�

�

�

�

p pK

p pK

pb pK

ppb pKq`A

pK p

pK ` p AK A

ppK ` pq bAK

cut 1

qK q

qK ` q

A b pqK ` qq

q qK

q b qK

AK ` pq b qKq

cut 2 q qK

Rete di prova per R�

0 :

cut 1

AK

`

b

p

pK

pK

p

pAq

b

`

pK p

AK

cut 2

b

A `

qK q

`

b

q qK

qK q

pAKq

Per ogni posizione degli interruttori il D-R grafo risulta aciclico quindi R�

0 è una rete di prova per
la logica affine.

(b) Eliminazione del taglio:

• R1 (elimino cut 1 in R0)

A AK

cut 11

p pK

pb pK
pK p

pK ` p

cut 12

qK q

Ab pqK ` qq

q qK

q b qK AK

AK ` pq b qKq

cut 2

• R1,2 (elimino cut 2 in R1)

A AK

cut 11

p pK

pb pK
pK p

pK ` p

cut 12
A AK

cut 21

qK q

qK ` q

q qK

q b qK

cut 22
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• R2 (elimino cut 2 in R0)

p pK

pb pK A

ppb pKq`A

pK p

pK ` p AK A

ppK ` pq bA

cut 1
A AK

cut 21

qK q

qK ` q

q qK

q b qK

cut 22

• R2,1 (elimino cut 1 in R2)

A AK

cut 11

p pK

pb pK
pK p

pK ` p

cut 12
A AK

cut 21

qK q

qK ` q

q qK

q b qK

cut 22

(c) Reti di prova R�

1 , R�

2 , R�

1,2, R�

2,1 sono reti di prova per la logica affine:

• rete di prova per R�

1

cut 12

b `

p pK

pK p

pK p

AK A

cut 2

b

pAq `

qK q

`

b

q qK

qK q

pAKq

cut 11

R�

1 è aciclico, quindi R1 è una rete di prova per la logica affine.

• rete di prova per R�

1,2

cut 12

b `

p pK

pK p

pK p

AK A AK A

cut 22

`

qK q

b

q qK

qK q

cut 11 cut 22

R�

1,2 è aciclico, quindi R1,2 è una rete di prova per la logica affine.

• rete di prova per R�

2
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cut 1

AK

`

b

p

pK

pK

p

pAq

b

`

pK p

AKA

cut 21

cut 22

`

qK q

b

q qK

qK q

R�

2 è aciclico e R2 è una rete di prova per la logica affine.

• rete di prova per R�

2,1

cut 12

b `

p pK

pK p

pK p

AK A AK A

cut 22

`

qK q

b

q qK

qK q

cut 11 cut 21

R�

2,1 è aciclico, quindi R2,1 è una rete di prova in logica affine.

Esercizio 3
Dato il sequente D Ñ A,AÑ pB Ñ Cq, AÑ B ñ D Ñ C,

(a) trovo una derivazione d1 in LJ:

B ñ B Añ A
Ñ-L

A,AÑ B ñ B C ñ C
Ñ-L

A,B Ñ C,AÑ B ñ C
contrazione

A,A,B Ñ C,AÑ B ñ C Añ A
Ñ-L

A,AÑ pB Ñ Cq, AÑ B ñ C D ñ D
Ñ-L

D Ñ A,AÑ pB Ñ Cq, AÑ B,D ñ C
Ñ-R

D Ñ A,AÑ pB Ñ Cq, AÑ B ñ D Ñ C

costruisco una deduzione naturale di D Ñ C da D Ñ A,AÑ pB Ñ Cq, AÑ B:

AÑ pB Ñ Cq

D Ñ A rDs
Ñ-E

A
Ñ-E

B Ñ C
AÑ B

D Ñ A rDs
Ñ-E

A
Ñ-E

B
Ñ-E

C
Ñ-I

D Ñ C

(b) trovo una derivazione d2 nella deduzione naturale intuizionistica NJ di A Ñ D da A Ñ B,B Ñ
C,C Ñ D:
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AÑ B rAs
Ñ-E

B B Ñ C
Ñ-E

C C Ñ D
Ñ-E

D
Ñ-I

AÑ D

costruisco una derivazione in LJ di

AÑ V,B Ñ C,C Ñ D ñ AÑ D

per induzione sulla lunghezza della derivazione d2, cominciando dalle assuzioni del ramo di Prawitz
di altezza minore:

Añ A B ñ B
Ñ-L

AÑ B,Añ B C ñ C
Ñ-L

AÑ B,B Ñ C,Añ C D ñ D
Ñ-L

AÑ B,B Ñ C,C Ñ D,Añ D
Ñ-R

AÑ B,B Ñ C,C Ñ D ñ AÑ D
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