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Sommario

•Introduzione

•Automi	  a	  Stati	  Finiti.

•Macchine	  di	  Turing.
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Operazioni  Elementari

• Che	  cosa	  serve	  
per	  eseguire	  un’addizione	  in	  colonna?

• leggere	  una	  cifra	  e	  ricordarla;
• leggerne	  un’altra	  e	  sommarla;
• scrivere	  la	  somma	  
e	  tener	  conto	  del	  riporto;

• spostarsi	  di	  una	  colonna	  a	  sinistra;
• ricominciare	  nuovamente.

1 0 0

2 2 7 +

9 3 2 =

1 1 5 9
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Operazioni	  minime

•Leggere	  in	  una	  casella	  un	  simbolo	  elementare,

•“ricordare”	  quanto	  è	  stato	  letto,

•intraprendere	  un’azione	  elementare,

•considerare	  la	  prossima	  casella.
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Macchinetta	  mini-‐bar
•Che	  cosa	  sa	  fare?

•Accetta	  monetine,	  ma	  solo	  alcune!

•Ricorda	  quanto	  è	  stato	  inserito.

•Consente	  la	  richiesta	  di	  un	  elemento.

•Reagisce	  di	  conseguenza:

•fornisce	  l’elemento,

•o	  lo	  rifiuta;

•dà	  il	  resto	  ...	  ma	  non	  sempre!
6
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Intuizione
•Che	  cosa	  serve	  per	  realizzare	  

queste	  semplici	  azioni	  di	  calcolo	  meccaniche?

•Un	  insieme	  finito	  di	  simboli,	  un	  alfabeto	  ;

•una	  memoria	  finita,	  ovvero	  
un	  insieme	  finito	  di	  stati;

•regole	  di	  azione	  che	  dipendono	  da	  

•lo	  stato	  della	  memoria,

•e	  dal	  simbolo	  in	  input.
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Caratteristiche
•Perché	  il	  meccanismo	  sia	  effettivo	  

è	  essenziale	  che:

•l’input	  sia	  descritto	  da	  un	  alfabeto	  finito,

•la	  memoria	  possa	  assumere	  
solo	  un	  insieme	  finito	  di	  stati,

•la	  memoria	  possa	  essere	  modificata	  
grazie	  un	  insieme	  finito	  di	  regole.
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Parità
• Riconoscere	  se	  un	  numero	  (scritto	  in	  binario)	  è	  pari.

• Un	  alfabeto	  di	  input:	  0,	  1,	  ƀ.

• Una	  memoria	  che	  può	  assumere	  gli	  stati:

• inizio,	  pari,	  dispari,	  si,	  no.

• Le	  seguenti	  regole	  (di	  transizione):

• inizio,	  0	  ⇒	  pari;	  

• inizio,	  1	  ⇒	  dispari;

• pari	  o	  dispari,	  0	  ⇒	  pari;	  

• pari	  o	  dispari,	  1	  ⇒	  pari;	  

• pari,	  ƀ	  ⇒	  si;	  

• dispari,	  ƀ	  ⇒	  no;	  
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Definizione
•Un	  Automa	  (deterministico)	  a	  Stati	  Finiti	  

(DFA)	  è	  definito	  da:

•un	  alfabeto	  finito	  ∑;

•un	  insieme	  finito	  di	  stati	  Q;

•una	  funzione	  di	  transizione	  
∂:  ∑  ×  Q  ⟶  Q;

•un	  nastro	  a	  sola	  lettura,	  detto	  input,

•uno	  stato	  speciale	  detto	  iniziale	  q0∈Q	  ,

•un	  insieme	  F  ⊆  Q	  di	  stati	  finali.
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Il	  nastro

•Il	  nastro	  di	  un	  automa	  a	  stati	  finiti	  è	  

•mono	  dimensionale;

•infinito	  (solo	  in	  una	  direzione);

•quasi	  ovunque	  “bianco”,	  ossia
contiene	  solo	  un	  numero	  finito	  
di	  simboli	  significativi;

•può	  essere	  letto	  solo	  in	  una	  direzione
(mediante	  una	  testina	  di	  lettura).

12
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Stato	  dell’automa

•Di	  un	  automa	  possiamo	  conoscere	  
la	  sua	  descrizione	  istantanea	  è	  definita	  da

•la	  posizione	  della	  testina	  nel	  nastro,

•lo	  stato	  corrente,

•il	  simbolo	  corrente.

•La	  successione	  delle	  descrizioni	  istantanee	  
raggiunte	  a	  partire	  da	  un	  determinato	  input
è	  detta	  computazione.
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Un	  semplice	  automa

15
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2 Finite State Machines
We will be making use of mathematical models of physical systems called finite automata,
or finite state machines to recognise whether or not a string is in a particular language.
This section introduces this idea and gives the precise definition of what constitutes a finite
automaton. We look at several variations on the definition (to do with the concept of
determinism) and see that they are equivalent for the purpose of recognising whether or not
a string is in a given language.

2.1 Finite automata

Example of a finite automaton

!!!"#$%&'(q0
a !!

b

""

!"#$%&'(q1

b

##
a !!!"#$%&'(q2

b

$$

a !!!"#$%&'()*+,-./0q3

a

%%

b

""

States: q0, q1, q2, q3.
Input symbols: a, b.
Transitions: as indicated above.
Start state: q0.
Accepting state(s): q3.

Slide 10

The key features of this abstract notion of ‘machine’ are listed below and are illustrated
by the example on Slide 10.

• There are only finitely many different states that a finite automaton can be in. In the
example there are four states, labelled q0, q1, q2, and q3.

• We do not care at all about the internal structure of machine states. All we care about
is which transitions the machine can make between the states. A symbol from some
fixed alphabet Σ is associated with each transition: we think of the elements of Σ
as input symbols. Thus all the possible transitions of the finite automaton can be
specified by giving a finite graph whose vertices are the states and whose edges have

ð a b

q0 q1 q0

q1 q2 q0

q2 q3 q0

q3 q3 q3

Che cosa fa?
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Un	  altro	  esempio

16

ð a b

q0 q1 q2

q1 q1 q0

q2 q1 q0

Riconosce le stringhe che terminano con ‘a’.
Altre proprietà?

3. AUTOMI DETERMINISTICI 33

letta.
Il comportamento dell’automa si definisce in maniera univoca mediante una tabella,
detta matrice di transizione, come ad esempio:

a b

q0 q1 q2

q1 q1 q0

q2 q1 q0

Un’automa si↵atto si rappresenta bene anche con un grafo della forma seguente:

q2

q1

q0

b

b

b

a

a
a

�
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⇡

�
�

�
� 

�
-
@

@
@@I

�
�
�
�✓��
�⌧
"!
# 

"!
# 

"!
# 

Nel prossimo paragrafo si fornirà una definizione formale del concetto ora esposto,
necessaria per una trattazione precisa dell’argomento.

Nota 3.3. Il fatto che, a di↵erenza delle Macchine di Turing (Capitolo 11.1),
la testina non possa produrre degli output (eventualmente sul nastro) non è es-
senziale (si vedano, ad esempio, le macchine di Moore e di Mealy (Capitolo 8 e
[13]). Intuitivamente, anche se scrivesse qualcosa sul nastro, non lo potrebbe più
riutilizzare.
Neppure il permettere la bidirezionalità aumenterebbe di fatto la potenzialità del
dispositivo (two-way automata [13]). Intuitivamente, la testina andrebbe su e giù
ma sempre sugli stessi dati e con un controllo finito.
E’ la somma delle due caratteristiche che permette di passare da questo formalismo
al più potente formalismo di calcolo costituito dalle Macchine di Turing.

3. Automi deterministici

Un automa a stati finiti deterministico (DFA) è una quintupla hQ,⌃, �, q0, Fi
dove:

• Q è un insieme finito di stati ;
• ⌃ è un alfabeto (alfabeto di input);
• � : Q⇥ ⌃ �! Q è la funzione di transizione;
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Esercizi

•Riconoscitore	  di	  numeri	  dispari.

•Numeri	  (binari)	  con	  al	  più	  5	  cifre.

•Numeri	  (binari)	  con	  al	  meno	  5	  cifre.

•Numeri	  che	  contengono	  tre	  zeri	  consecutivi.

•Numeri	  che	  non	  contengono	  
tre	  ‘0’	  consecutivi.

•Stringhe	  della	  forma	  ababan,	  per	  n	  naturale.	  

•Stringhe	  della	  forma	  abanab,	  per	  n	  naturale.	  

17
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Schema	  di	  lavoro

•Come	  si	  risolve	  un	  esercizio?

•descrizione	  rigorosa	  dell’obiettivo.

•definizione	  dell’automa.

•verifica	  del	  corretto	  funzionamento.	  

•Ma	  come	  si	  fa?	  Non	  è	  immediato!

18
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Altri	  esempi

•Stringhe	  della	  forma	  an	  bn,	  per	  ogni	  n.	  

•Stringhe	  palindrome.

•Somma	  di	  numeri	  naturali.

•...	  

•Non	  si	  possono	  “risolvere”	  con	  un	  DFA,
e	  nemmeno	  con	  una	  sua	  variante	  semplice!

19
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Linguaggi

•Fissato	  un	  alfabeto	  ∑	  (insieme	  finito)

•una	  stringa	  (o	  parola)	  su	  ∑	  
è	  una	  sequenza	  finita	  di	  elementi	  di	  ∑.

•∑*	  è	  l’insieme	  di	  tutte	  le	  stringhe	  si	  ∑.

•Si	  dice	  linguaggio	  
un	  qualunque	  sottoinsieme	  di	  ∑*.

•Anche	  se	  ∑	  è	  finito	  
un	  linguaggio	  può	  essere	  infinito.

20
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Automi	  come	  riconoscitori
•Gli	  automi	  a	  stati	  finiti	  in	  sostanza

sono	  degli	  riconoscitori	  di	  linguaggi:

•se	  l’automa	  si	  arresta	  in	  uno	  stato	  finale	  
si	  dice	  che	  accetta	  (o	  riconosce)
la	  stringa	  di	  input.

•Ci	  sono	  varianti	  degli	  automi	  a	  stati	  finiti	  che	  
permettono	  di	  fornire	  un	  risultato	  (output),	  
ma	  sempre	  in	  modo	  piuttosto	  limitato.	  

21
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Applicazioni

•Definizione	  di	  semplici	  “meccanismi”.

•Riconoscimento	  lessicale.

•Ricerca	  di	  pattern	  in	  stringhe	  o	  file.

22
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A	  che	  servono	  gli	  automi?
•I	  DFA	  sono	  molto	  diffusi,	  anche	  se	  non	  pare.

•Sono	  essenzialmente	  DFA:

•le	  “centraline	  elettroniche”;

•i	  telefoni	  cellulari,	  anche	  quelli	  smart;

•i	  computer,	  
anche	  se	  bisognerebbe	  precisare.

•Attenzione!	  Siamo	  sicuri?
La	  situazione	  è	  delicata!

24
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Limiti	  degli	  automi
•Gli	  automi	  a	  stati	  finiti,	  malgrado	  tutto,

non	  sono	  abbastanza	  potenti:

•non	  hanno	  abbastanza	  memoria.

•Vogliamo	  memoria	  infinita!

•Va	  be’	  ...	  Non	  esageriamo	  ...

•Ci	  accontentiamo	  
di	  una	  memoria	  finita,	  ma	  illimitata.

25
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Si	  aumenti	  la	  memoria!
•Automa	  a	  Stati	  Finiti	  +	  Memoria	  

•Memoria	  (spazio	  di	  lavoro)	  finita,
ma	  senza	  limiti	  prefissati!

•Come	  si	  fa	  in	  pratica?

•Il	  modello	  di	  automa	  è	  arricchito	  con

•un	  nastro	  infinito	  di	  lavoro,

•“quasi	  ovunque	  vuoto”.

•Sul	  nastro	  (work	  tape)	  si	  può	  
leggere	  e	  scrivere	  e	  spostarsi	  liberamente.

•E	  nel	  mondo	  reale?
26
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Operazioni	  di	  una	  MdT

•Come	  lavora	  una	  MdT?

•Come	  un	  DFA	  usa	  lo	  work	  tape	  come	  input.

•Inoltre	  può	  scrivere	  e	  leggere	  sul	  nastro	  
e	  muoversi	  liberamente	  su	  di	  esso
una	  cella	  alla	  volta,	  ma	  in	  tutte	  le	  direzioni.

27
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Macchina	  di	  Turing
De#inizione
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Definizione
•Una	  Macchina	  di	  Turing	  (MdT)	  è	  definita	  da:

•un	  alfabeto	  finito	  ∑;

•un	  insieme	  finito	  di	  stati	  Q;

•un	  nastro	  di	  lavoro	  (work	  tape)	  costituito	  
da	  un	  insieme	  infinito	  di	  celle.

•una	  funzione	  di	  transizione	  
∂:  ∑×Q  ⟶  Q  ×  ∑  ×  {L,  R,  H}
dove	  L,	  R	  e	  H	  significano	  rispettivamente	  
sinistra	  (left),	  destra	  (right)	  e	  stop	  (halt).
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Stato	  MdT

•La	  descrizione	  istantanea	  
di	  una	  Macchina	  di	  Turing	  (MdT)	  
è	  caratterizzata,	  come	  per	  gli	  automi,	  da:

•lo	  stato	  corrente,

•il	  simbolo	  corrente,

•la	  posizione	  della	  testina	  nel	  nastro.
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Computazione	  di	  una	  MdT
•La	  computazione	  di	  una	  MdT	  con	  fissato	  input	  

è	  la	  successione	  delle	  descrizioni	  istantanee
ottenute	  mediante	  l’applicazione	  delle	  regole.

•Una	  MdT	  può	  

•leggere,	  scrivere	  
e	  modificare	  il	  nastro	  di	  lavoro,

•percorrerlo	  in	  entrambi	  i	  sensi.

•Quindi	  una	  computazione	  può	  non	  terminare!
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Esempi

•Questio	  problemi	  possono	  essere	  risolti	  
con	  una	  Macchina	  di	  Turing?

•Stringhe	  della	  forma	  an	  bn,	  per	  ogni	  n.	  

•Stringhe	  palindrome.

•Somma	  di	  numeri	  naturali.

•...	  
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Incremento	  binario
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1. DESCRIZIONE MODELLISTICA E MATEMATICA 103

ove
mX

i=0

2i · s 0i = 1+
nX

i=0

2i · si.

Una possibile definizione della funzione � sarà la seguente:

� $ 0 1

q0 q1 $ L

q1 q2 1 L q2 1 L q1 0 L

q2 q2 0 L q2 1 L

Esempio 11.7. Copia di una stringa unaria.
Sia ⌃ = {$, 0}. Si vuole passare da una configurazione iniziale

. . . $ $ $ 0 . . . 0| {z }
n

$
*
q0

$ $ $ . . .

ad una finale
. . . $ $ $ 0 . . . 0| {z }

n

$
*
qf

0 . . . 0| {z }
n

$ $ $ . . .

Una possibile definizione della funzione � sarà la seguente:

� $ 0

q0 q1 $ L

q1 q2 $ R

q2 q3 $ R q2 0 R

q3 q4 0 L q3 0 R

q4 q5 $ L q4 0 L

q5 q6 0 L q5 0 L

q6 q7 $ R q2 $ R

q7 q7 0 R

Si provi, per esercizio, a definire � supponendo di disporre di ⌃ = {$, 0, 1}.

Esempio 11.8. Definiamo una MdT che calcola il successore in base 10 di un
numero. S = {0, . . . , 9}, Q = {q0, q1} essendo q1 lo stato di terminazione. La
matrice funzionale in figura 2 definisce la MdT desiderata che calcola il successore
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Incremento	  decimale
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104 11. MACCHINE DI TURING

� 0 1 2 · · · 7 8 9 $

q0 q1 1 R q1 2 R q1 3 R · · · q1 8 R q1 9 R q0 0 L q1 1 R

q1 · · ·

Figure 2. MdT per l’incremento in base 10

di un numero scritto sul nastro supponendo che la MdT inizi il calcolo essendo la
testina posizionata sulla cifra meno significativa del numero da incrementare.

Esercizio 11.9. Si scriva la funzione di transizione per le macchine di Turing
soddisfacenti i seguenti requisiti:

(1) si calcoli il successore di un numero decimale
(2) decisione di quale sia la più lunga tra due stringhe di 0 poste una a

sinistra ed una a destra della testina. Si scelga una opportuna forma di
risposta (che tenga conto anche della possibilità che le due stringhe siano
uguali);

(3) si e↵ettui la somma (in binario) di due stringhe non nulle di 0 e 1 poste
entrambe a sinistra della testina ed inframmezzate da un $;

(4) si sposti la testina di n posizioni a destra rispetto a quella di partenza,
ove n è letto da un input binario;

(5) si calcoli il numero di occorrenze di 1 in una data sequenza binaria;
(6) si ordini, con ripetizioni, una stringa in input di 0 e 1.
(7) Similmente all’esempio 11.7, si descriva una MdT che copia a destra una

stringa binaria.

2. Funzioni calcolabili da MdT

Ad ogni MdT può essere facilmente associata una funzione che diremo calcolata
dalla MdT. Poiché in questa parte del corso trattiamo solo funzioni sui naturali, è
necessario fissare una opportuna codifica dei naturali come stringhe nell’alfabeto
della MdT. Ad esempio è possibile utilizzare una codifica binaria nel caso ⌃ =
{$, 0, 1} o una codifica decimale. Nella seguente definizione, assumeremo invece
una codifica unaria, ovvero un generico numero n 2 N sarà rappresentato come
una sequenza di n + 1-simboli 1 consecutivi. Questa codifica è particolarmente
conveniente, anche se del tutto inessenziale, per la seguente definizione di funzione
calcolabile da una MdT.

Definizione 11.10. Una funzione f : Nn �! N è Turing–calcolabile se esiste
una MdT tale che, partendo dalla configurazione iniziale

. . . $ $ $ $
*
q0

x1 $ . . . $ xn $ $ $ . . .
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Copia
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1. DESCRIZIONE MODELLISTICA E MATEMATICA 103

ove
mX

i=0

2i · s 0i = 1+
nX

i=0

2i · si.

Una possibile definizione della funzione � sarà la seguente:

� $ 0 1

q0 q1 $ L

q1 q2 1 L q2 1 L q1 0 L

q2 q2 0 L q2 1 L

Esempio 11.7. Copia di una stringa unaria.
Sia ⌃ = {$, 0}. Si vuole passare da una configurazione iniziale

. . . $ $ $ 0 . . . 0| {z }
n

$
*
q0

$ $ $ . . .

ad una finale
. . . $ $ $ 0 . . . 0| {z }

n

$
*
qf

0 . . . 0| {z }
n

$ $ $ . . .

Una possibile definizione della funzione � sarà la seguente:

� $ 0

q0 q1 $ L

q1 q2 $ R

q2 q3 $ R q2 0 R

q3 q4 0 L q3 0 R

q4 q5 $ L q4 0 L

q5 q6 0 L q5 0 L

q6 q7 $ R q2 $ R

q7 q7 0 R

Si provi, per esercizio, a definire � supponendo di disporre di ⌃ = {$, 0, 1}.

Esempio 11.8. Definiamo una MdT che calcola il successore in base 10 di un
numero. S = {0, . . . , 9}, Q = {q0, q1} essendo q1 lo stato di terminazione. La
matrice funzionale in figura 2 definisce la MdT desiderata che calcola il successore
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Questioni	  generali

•Quanto	  espressive	  sono	  le	  MdT?
Ossia	  quali	  problemi	  possono	  risolvere?
quali	  funzioni	  possono	  calcolare?

•Ci	  sono	  calcoli	  impossibili	  per	  una	  MdT?

•Ci	  sono	  “meccanismi”	  più	  intuitivi?

•Ma	  a	  che	  cosa	  servono	  le	  MdT?

•Sono	  solo	  “vecchiume”?
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